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kL@ˆEWYE SLOWA: POZICIONNOE UPRAWLENIE, ZADAˆA BYSTRODEJ-
STWIQ, LINEJNYE UPRAWLQEMYE SISTEMY, ˆEBY[EWSKIE SISTEMY

wWEDENIE

pROBLEMA POSTROENIQ POZICIONNOGO UPRAWLENIQ u(t, x) (UPRAWLE-
NIQ PO PRINCIPU OBRATNOJ SWQZI) W ZADAˆE BYSTRODEJSTWIQ DLQ
DINAMIˆESKOJ SISTEMY, POWEDENIE KOTOROJ OPISYWAETSQ URAWNE-
NIEM

ẋ = v(t, x, u), (t, x) ∈ R1+n , u ∈ U , (1)

(U — WYPUKLYJ KOMPAKT W Rm, 0 ∈ intU) OSTAETSQ ODNOJ IZ

NAIBOLEE TRUDNYH I MALO IZUˆENNYH ZADAˆ MATEMATIˆESKOJ TE-
ORII OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ. wAVNOJ PRIˆINOJ, PREPQTSTWU-
@]EJ SU]ESTWOWANI@ POZICIONNOGO UPRAWLENIQ, SLUVIT OTSUT-
STWIE WNUTRENNEJ USTOJˆIWOSTI URAWNENIQ

ẋ = v(t, x, u(t, x)), (t, x) ∈ R1+n, (2)

PO OTNO[ENI@ K IZMENENIQM u(t, x) NA MNOVESTWAH W R1+n S NULE-
WOJ MEROJ lEBEGA.

w.g. bOLTQNSKIJ PO-WIDIMOMU PERWYM, OBRATIL WNIMANIE NA
TAKOE ANOMALXNOE POWEDENIE URAWNENIQ (2), NO DOSTATOˆNO PRO-
STOJ PRIMER (LINEJNOJ PO FAZOWYM KOORDINATAM I UPRAWLENI@

STACIONARNOJ SISTEMY NA PLOSKOSTI) POSTROEN p. bRUNOWSKIM W

[1]. pRIWEDEM ZDESX NESKOLXKO MODIFICIROWANNYJ PRIMER p. bRU-
NOWSKOGO.

1rABOTA PODDERVANA rOSSIJSKIM FONDOM FUNDAMENTALXNYH ISSLEDOWANIJ

(GRANT 97–01–00413) I KONKURSNYM CENTROM FUNDAMENTALXNOGO ESTESTWOZNA-
NIQ (GRANT 97–0–1.9)
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1. pRIMER bRUNOWSKOGO

rASSMOTRIM ZADAˆU BYSTRODEJSTWIQ W NAˆALO KOORDINAT DLQ SI-
STEMY URAWNENIJ

ẋ1 = −x1 + u1, ẋ2 = x2 + u2, (3)

GDE u ∈ U
.= {u = (u1, u2) : |u1 + u2| 6 1}. lEGKO UBEDITXSQ,

ˆTO MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI SISTEMY (3) PREDSTAWLQET IZ SEBQ
POLOSU

D = {x = (x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈ R, |x2| < 1},

A OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ UPRAWLENIE OPREDELENO

RAWENSTWOM

û(x) = û(x1, x2) =



(0, 0), ESLI x1 = x2 = 0,
(+1, 0), ESLI x1 < 0, x2 = 0,
(−1, 0), ESLI 0 < x1, x2 = 0,
(0,−1), ESLI 0 < x2 < 1,
(0,+1), ESLI −1 < x2 < 0,

(4)

sISTEMA (3), ZAMKNUTAQ UPRAWLENIEM (4),

ẋ1 = −x1 + û1(x1, x2) , ẋ2 = x2 + û1(x1, x2) , (5)

OBLADAET SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:
1) PUSTX x(t, t0, x0) — RE[ENIE (W SMYSLE kARATEODORI) SISTE-

MY (5), u(t, t0, x0) = û
(
x(t, t0, x0)

)
, TOGDA u(t, t0, x0) — OPTIMALX-

NOE (W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ) UPRAWLENIE SISTEMY (3) DLQ TOˆKI
(t0, x0) ∈ D;

2) WSQKOE NETRIWIALXNOE RE[ENIE (W SMYSLE a.f. fILIPPOWA,
SM. [2]) SISTEMY (5), NAˆINA@]EESQ W D, “KSPONENCIALXNO STRE-
MITSQ K NUL@ PRI t→∞, NO NE WHODIT W NULX ZA KONEˆNOE WREMQ.

—TO PROISHODIT POTOMU (SM. RIS. 1), ˆTO RE[ENIQ kARATEODO-
RI SISTEMY (5), NAˆINA@]IESQ NA GORIZONTALXNOJ OSI, QWLQ@TSQ
RE[ENIQMI SISTEMY ẋ1 = −x1 − 1, ẋ2 = x2 (ESLI x0

1 > 0), A RE-
[ENIQ fILIPPOWA — RE[ENIQMI SISTEMY ẋ1 = −x1, ẋ2 = x2 (PRI
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x1 > 0). sLEDOWATELXNO, W DANNOM PRIMERE NE SU]ESTWUET USTOJ-
ˆIWOGO (K WOZMU]ENIQM NA MNOVESTWAH MERY NULX), POZICIONNOGO
UPRAWLENIQ, OPTIMALXNOGO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ.
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rIS. 1. wEKTORY SKOROSTI vC I vF RE[ENIJ SISTEMY (5) OPREDELENNYE PO
kARATEODORI (PROGRAMMNOE UPRAWLENIE) I a.f. fILIPPOWU (PO-
ZICIONNOE UPRAWLENIE). wEKTOR vF ÆUPIRAETSQŒ W NAˆALO KOOR-
DINAT I NE POZWOLQET FAZOWYM TOˆKAM WOJTI W NULX ZA KONEˆNOE

WREMQ

2. pOSTANOWKA ZADAˆI

pUSTX D — OTKRYTOE MNOVESTWO W R1+n, SODERVA]EE WNUTRI SEBQ
CILINDR Or

.= R×On
r , GDE On

r
.= {x ∈ Rn : |x| < r}. pREDPOLOVIM,

ˆTO URAWNENIE (1) (BUDEM NAZYWATX EGO OSNOWNYM) DOPUSKAET W D

POZICIONNOE UPRAWLENIE u(t, x), OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJ-
STWIQ W NULX. —TO OZNAˆAET SLEDU@]EE: WSQKOJ TOˆKE (t0, x0) ∈ D

OTWEˆAET ˆISLO τ(t0, x0) (WREMQ BYSTRODEJSTWIQ) TAKOE, ˆTO RE-
[ENIE x(t, t0, x0) URAWNENIQ (1) (PONIMAEMOE W SMYSLE a.f. fI-
LIPPOWA) OBRA]AETSQ W NULX PRI t = t0 + τ(t0, x0) I PROGRAMMNOE
UPRAWLENIE u0(t) = u

(
t, x(t, t0, x0)

)
QWLQETSQ OPTIMALXNYM W SMY-

SLE BYSTRODEJSTWIQ DLQ URAWNENIQ (1) IZ TOˆKI (t0, x0) W TOˆKU
(t0 + τ, 0).

rASSMOTRIM TEPERX SEMEJSTWO W URAWNENIJ

ẋ = v(t, x, u) + w(t, x, u), (t, x) ∈ R1+n , u ∈ U . (6)
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pRI KAKIH USLOWIQH: 1) SU]ESTWUET OTKRYTOE MNOVESTWO D0 ⊆ D

SODERVA]EE WNUTRI SEBQ CILINDR Oε (PRI NEKOTOROM ε > 0) TAKOE,
ˆTO UPRAWLENIE u(t, x) QWLQETSQ POZICIONNYM (T. E. PEREWODIT ZA
KONEˆNOE WREMQ TOˆKI IZ D0 NA R × {0}) ODNOWREMENNO DLQ WSEH
URAWNENIJ IZ SEMEJSTWA W;

2) DLQ URAWNENIJ WIDA (6) ÆBLIZKIHŒ K OSNOWNOMU, UPRAWLE-
NIE u(t, x) ÆBLIZKÓŒ K OPTIMALXNOMU (W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ),
T. E. DLQ WSQKOGO ε > 0 NAJDETSQ δ > 0 TAKOE, ˆTO IZ NERAWEN-
STWA |w(t, x, u)| 6 δ PRI (t, x, u) ∈ D0 × U SLEDUET NERAWENSTWO

|ϑ(t0, x0)− τ(t0, x0)| 6 ε, (t0, x0) ∈ D0, GDE ϑ(t0, x0) — WREMQ PERE-
HODA RE[ENIQ xw(t, t0, x0) URAWNENIQ (6) W NULX.

z A M E ˆ A N I E 1. w IDEJNOM SMYSLE TAKOE UPRAWLENIE ANA-
LOGIˆNO UNIWERSALXNOJ STRATEGII, WWEDENNOJ n.n. kRASOWSKIM
[3, § 7, S.67] DLQ DIFFERENCIALXNYH IGR (SM. TAKVE [4]).

w “TOJ STATXE PREDPRINQTA POPYTKA OPISANIQ SEMEJSTWA W
NELINEJNYH NESTACIONARNYH URAWNENIJ S ODNIM WHODOM, OSNOW-
NYM URAWNENIEM DLQ KOTOROGO SLUVIT TAK NAZYWAEMOE ÆDOKRI-
TIˆESKOEŒ URAWNENIE (OPREDELENIE DOKRITIˆNOSTI DANO W PUNKTE
3). iDEQ DOKAZATELXSTWA FORMULIRUEMOGO W PUNKTE 8 UTWERVDENIQ
SOSTOIT W PRIMENENII FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ τ(t, x) OSNOWNOGO
URAWNENIQ W KAˆESTWE FUNKCII lQPUNOWA DLQ SEMEJSTWA W. pRI
NEKOTORYH DOPOLNITELXNYH USLOWIQH PROIZWODNAQ FUNKCII τ(t, x)
WDOLX DWIVENIJ W-SEMEJSTWA OTRICATELXNA I BOLEE TOGO, OTDELE-
NA OT NULQ NEKOTOROJ OTRICATELXNOJ KONSTANTOJ. —TOGO WPOLNE
DOSTATOˆNO DLQ TOGO, ˆTOBY WSQKOE RE[ENIE, OKAZAW[EESQ WBLI-
ZI NULQ, WHODILO W NULX ZA KONEˆNOE WREMQ. sLOVNOSTX TAKOGO

PODHODA SWQZANA S NEDIFFERENCIRUEMOSTX@ τ(t, x) NA NEKOTORYH
POWERHNOSTQH. eSLI ODNAKO, POWERHNOSTI NEDIFFERENCIRUEMOSTI

OKAZYWA@TSQ GLADKIMI MNOGOOBRAZIQMI I τ(t, x) DIFFERENCIRU-
EMA PO NAPRAWLENIQM, KASATELXNYM K “TIM MNOGOOBRAZIQM, TO, S
NEKOTORYMI OGOWORKAMI, OPISANNAQ METODIKA WYˆISLENIQ PROIZ-
WODNOJ τ(t, x) WDOLX DWIVENIJ W-SEMEJSTWA SOHRANQETSQ. tAKIM
OBRAZOM, OSNOWNAQ NAGRUZKA W OBOSNOWANII PREDLOVENNOJ METODI-
KI LOVITSQ NA IZUˆENIE URAWNENIQ bELLMANA DLQ τ(t, x) (P. 6).
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sTATXQ NAPISANA POD WLIQNIEM BESED O PROBLEMAH POZICION-
NOGO UPRAWLENIQ S n.n. sUBBOTINOJ I w.s. pACKO NA SIMPOZIU-
ME IFAC (Nonsmooth and Discontinuous Problems of Control and
Optimization, Chelyabinsk, Russia, 17–20 June, 1998).

3. oSNOWNYE OPREDELENIQ I OBOZNAˆENIQ

nAPOMNIM, ˆTO ESLI M I N — MNOGOOBRAZIQ KLASSA Cr (r > 1),
WLOVENNYE W KONEˆNOMERNYE PROSTRANSTWA I f — OTOBRAVENIE IZ

M W N , TO (SM., NAPRIMER [5]) f PRINADLEVIT KLASSU Ck (k 6 r)
W TOˆKE p ∈ M , ESLI DLQ L@BOJ k RAZ NEPRERYWNO DIFFEREN-
CIRUEMOJ KRIWOJ p : (−1, 1) → M , PROHODQ]EJ ˆEREZ TOˆKU p
(p(0) = p), FUNKCIQ ε → f(p(ε)) IZ (−1, 1) W N PRINADLEVIT

KLASSU Ck W TOˆKE ε = 0. dALEE, OTOBRAVENIE df(p) : TpM → TqN ,
DEJSTWU@]EE IZ PROSTRANSTWA TpM , KASATELXNOGO K M W TOˆKE p
W PROSTRANSTWO TqN , KASATELXNOE K N W TOˆKE q = f(p) I OPREDE-
LENNOE RAWENSTWOM df(p)v = df(p(ε))/dε|ε=0 DLQ WSQKOJ C

k-KRIWOJ
p : (−1, 1) → M (p(0) = p, dp(ε)/dε|ε=0 = v ∈ TpM), NAZYWAETSQ
PROIZWODNOJ OTOBRAVENIQ f W TOˆKE p (PROIZWODNOJ f PO NAPRAW-
LENI@ v ∈ TpM W TOˆKE p). oTOBRAVENIE f : M → N NAZYWAETSQ

Ck-DIFFEOMORFIZMOM, ESLI ONO PRINADLEVIT KLASSU Ck I IMEET

OBRATNOE TOGO VE KLASSA. eSLI f : M → N OTOBRAVENIE KLASSA

Ck I df(p) — IZOMORFIZM DLQ KAVDOGO p ∈ M , TO f — DIFFEO-
MORFIZM KLASSA Ck.

lINEJNAQ UPRAWLQEMAQ SISTEMA

ẋ = A(t)x+ b(t)u, (t, x) ∈ R1+n, |u| 6 1, (7)

GDE FUNKCII A : R → End(Rn), b : R → Rn NEPRERYWNY, NAZY-
WAETSQ DOKRITIˆESKOJ [6, 7], ESLI σ(t) > 0 DLQ WSEH t ∈ R. zDESX
FUNKCIQ t→ σ(t) OPREDELENA DLQ KAVDOGO t = t0, KAK TOˆNAQ WERH-
NQQ GRANX TAKIH σ, ˆTO NA [t0, t0 + σ) FUNKCII

ξ1(t)
.= ψ1(t)b(t), . . . , ξn(t) .= ψn(t)b(t), (8)
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POSTROENNYE PO BAZISU ψ1(t), . . . , ψn(t) RE[ENIJ SOPRQVENNOJ SI-
STEMY

ψ̇ = −ψA(t),

OBRAZU@T ˆEBY[EWSKU@ SISTEMU FUNKCIJ (SOKRA]ENNO T -SISTE-
MU) NA [t0, t0+σ) (T. E. L@BAQ NETRIWIALXNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ
FUNKCIJ (8) IMEET NA [t0, t0 + σ) NE BOLEE n − 1 GEOMETRIˆESKI

RAZLIˆNYH NULEJ). fUNKCIQ t → σ(t) MOVET IMETX RAZRYWY (W
TOM ˆISLE BESKONEˆNYE), NO W KAVDOJ TOˆKE t0, GDE σ(t) RAZRYWNA,
IMEET MESTO NERAWENSTWO σ(t0 − 0) < σ(t0 + 0) (SM. [7, 8]).

pUSTX τn(t0, x0) — WREMQ BYSTRODEJSTWIQ DLQ SISTEMY (7) IZ
TOˆKI x(t0) = x0 W NAˆALO KOORDINAT,

Dσ(t)(t)
.= {x ∈ Rn : τn(t, x) 6 σ(t+ 0)}

— MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI W NULX SISTEMY (7) NA OTREZKE

[t, t + σ(t)], D
.= R × Dσ(t)(t) — RAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRA-

WLQEMOSTI.

4. mNOGOOBRAZIQ N 1+k

dLQ KAVDOGO k = 0, 1, . . . , n I L@BOGO t ∈ R OPREDELIM MNOGOOBRA-
ZIQMk(t), GDEM0(t) .= {0},

Mk(t) .= {(τn−k+1, . . . , τn) : 0 < τn−k+1 < · · · < τn < σ(t)}, (9)

k = 1, . . . , n I MNOGOOBRAZIQ M1+k = R × Mk(t). wSQKOJ TOˆKE

p = (t, τ) ∈ M1+k, τ .= (τn−k+1, . . . , τn), POSTAWIM W SOOTWETSTWIE

TOˆKU q = (t, x), GDE x = 0 PRI k = 0, A PRI k ∈ {1, . . . , n}, TOˆKA
x(p) = F0(p) OPREDELENA RAWENSTWOM

F0(p) = −
n−1∑

i=n−k

(−1)i−n+k

t+τi+1∫
t+τi

X(t, s)b(s) ds, τn−k = 0. (10)

tAKIM OBRAZOM, DLQ KAVDOGO k ZADANA FUNKCIQ p → F (p) = q
S OBLASTX@ OPREDELENIQ M1+k I OBLASTX@ ZNAˆENIJ N 1+k

+ , GDE
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N 1+k
+

.= F (M1+k) (NIVNIJ INDEKS U N 1
+ OPUSKAEM). iZ RAWENSTWA

M1+k = R ×Mk(t) SLEDUET RAWENSTWO F = (1, F0), GDE FUNKCIQ
F0 : Mk(t) → Rn OPREDELENA RAWENSTWOM (10). oBOZNAˆIM N k

+(t) =
F0

(
Mk(t)

)
.

dLQ F IMEET MESTO RAWENSTWO F (p + δp) = F (p) + dF (p)δp +
o(|δp|), GDE dF (p) = col(1, 0, . . . , 0) PRI k = 0,

dF (p) =
(

1 0 . . . 0
`n−k(p) `n−k+1(p) . . . `n(p)

)
(11)

PRI k ∈ {1, . . . , n}. zDESX WEKTORY

`n−k(p), `n−k+1(p), . . . , `n(p) (12)

OPREDELENY RAWENSTWAMI

`n−k(p) =
∂x(p)
∂t

= A(t)x(p) + b(t) + `n−k+1(p) + · · ·+ `n(p),

`i(p) =
∂x(p)
∂τi

= 2(−1)i−n+kX(t, t+τi)b(t+τi), i = n−k+1, . . . , n−1,

`n(p) =
∂x(p)
∂τn

= (−1)kX(t, t+ τn)b(t, t+ τn).

w [6] POKAZANO, ˆTO PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM p ∈M1+k WEK-
TORY (12) LINEJNO NEZAWISIMY, PO“TOMU STOLBCY MATRICY dF (p)
TOVE LINEJNO NEZAWISIMY. sLEDOWATELXNO dF (p) — IZOMORFIZM

PROSTRANSTWA TpM1+k, KASATELXNOGO K MNOGOOBRAZI@M1+k W TOˆ-
KE p, W PROSTRANSTWO TqN 1+k

+ , KASATELXNOE K MNOGOOBRAZI@ N 1+k
+

W TOˆKE q = F (p). kROME TOGO, FUNKCIQ p → dF (p) PRINADLEVIT
KLASSU Cr I PO“TOMU F — DIFFEOMORFIZM KLASSA Cr+1. sLEDOWA-
TELXNO, DLQ KAVDOGO k = 0, 1, . . . , n, MNOGOOBRAZIE N 1+k

+ QWLQETSQ

GLADKIM MNOGOOBRAZIEM KLASSA Cr+1.
dLQ DALXNEJ[EGO WAVNO, ˆTO PROSTRANSTWO TpM1+k PRED-

STAWIMO W WIDE TpM1+k = R × TτMk(t), GDE TτMk(t) — PRO-
STRANSTWO, KASATELXNOE K Mk(t) W TOˆKE τ . dALEE, TAK KAK IZO-
MORFIZM dF (p) MOVNO ZAPISATX W WIDE dF (p) =

(
1, dF0(p)

)
, GDE
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dF0(p) =
(
`n−k(p), `n−k+1(p), . . . , `n(p)

)
, TO PROSTRANSTWO TqN 1+k

+ ,
KASATELXNOE K N 1+k

+ W TOˆKE q = (t, x), IMEET PREDSTAWLENIE

TqN 1+k
+ = R×TxN k

+(t), GDE TxN k
+(t) — PROSTRANSTWO, KASATELXNOE

K N k
+(t) W TOˆKE x. pO“TOMU WSQKIJ WEKTOR δq ∈ TqN 1+k

+ PREDSTA-
WIM W WIDE δq = (δt, δx), GDE δx ∈ TxN k

+(t). wEKTOR δx MOVET BYTX
RAZLOVEN PO BAZISU (12):

δx = `n−k(p)δt+ `n−k+1(p)δτn−k+1 + · · ·+ `n(p)δτn.

zDESX p = F−1(q) =
(
t, τ(t, x)

)
, (δτn−k+1, . . . , δτn) — KOORDINATY

WEKTORA δx W BAZISE (12).
pOSTROENNYE MNOGOOBRAZIQ N 1+k

+ OBLADA@T TEM SWOJSTWOM,
ˆTO DLQ TOˆEK (t0, x0) ∈ N 1+k

+ OPTIMALXNOE (W SMYSLE BYSTRO-
DEJSTWIQ) PROGRAMMNOE UPRAWLENIE u0(t) RAWNO +1 NA INTERWALE[
t0, t0 + τn−k+1(t0, x0)

)
. aNALOGIˆNYM OBRAZOM STROQTSQ MNOGOOB-

RAZIQ N 1+k
− , k = 1, . . . , n (W “TOM SLUˆAE OPTIMALXNOE UPRAWLENIE

u0(t) RAWNO −1 NA PERWOM INTERWALE).

5. oPTIMALXNOE UPRAWLENIE

w [6] DOKAZANY SLEDU@]IE UTWERVDENIQ.

l E M M A 1. dOPUSTIM, ˆTO SISTEMA (7) DOKRITIˆESKAQ. tO-
GDA RAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D SISTEMY (7)
PREDSTAWIMO W WIDE

D = cl
(
N1+n

+

⋃
N1+n
−

)
,

GDE

N1+k
+ = N 1+k

+

⋃
N k
−

⋃
N k−1

+

⋃
· · ·

⋃
N 1, (13)

N1+k
− = N 1+k

−
⋃
N k

+

⋃
N k−1
−

⋃
· · ·

⋃
N 1, (14)

k = 0, . . . , n. mNOGOOBRAZIQ N1+k
+ , N1+k

− SLABO INWARIANTNY, I DLQ
KAVDOGO k = 0, . . . , n, MNOGOOBRAZIE Nk

+

⋃
Nk
− QWLQETSQ OB]IM

KRAEM MNOGOOBRAZIJ cl N1+k
+ I cl N1+k

− .
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t E O R E M A 1. dOPUSTIM, ˆTO SISTEMA (7) DOKRITIˆESKAQ.
tOGDA FUNKCIQ

û(t, x) =

{
1, ESLI (t, x) ∈ N 1+n

+

−1, ESLI (t, x) ∈ N 1+n
−

(t, x) ∈ intD, (15)

QWLQETSQ OPTIMALXNYM W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ POZICIONNYM

UPRAWLENIE DLQ SISTEMY (7).

6. uRAWNENIE bELLMANA

dLQ KAVDOGO k = 0, 1, . . . , n OBOZNAˆIM

N 1+k = N 1+k
+

⋃
N 1+k
− , N1+k = N1+k

+

⋃
N1+k
− .

GDE N1+k
± OPREDELENY RAWENSTWAMI (13), (14). tOGDA D = clN1+n I

DLQ L@BOJ TOˆKI (t0, x0) ∈ intD, GDE x0 6= 0, NAJDETSQ MAKSIMALX-
NOE k ∈ {0, . . . , n−1} TAKOE, ˆTO (t0, x0) ∈ N1+n−k I (t0, x0) /∈ Nn−k.

dLQ KAVDOGO FIKSIROWANNOGO i ∈ {1, . . . , n} I L@BOJ TOˆKI

(t0, x0) ∈ intD OBOZNAˆIM τi(t0, x0) — WREMQ BYSTRODEJSTWIQ DLQ

SISTEMY (7) NA MNOGOOBRAZIE N1+n−i. tAKIM OBRAZOM, τi(t0, x0) QW-
LQETSQ RE[ENIEM ZADAˆI

ẋ = A(t)x+ b(t)u(t), |u(t)| 6 1, (t0, x0) ∈ D,(
t0 + ϑ, x

(
t0 + ϑ, t0, x0, u(·)

))
∈ N1+n−i,

ϑ
(
u(·)

)
−→ min,

(16)

GDE x
(
t, t0, x0, u(·)

)
— RE[ENIE SISTEMY (7) PRI UPRAWLENII u(t)

(ESLI (t0, x0) ∈ N1+n−i, TO POLAGAEM τi(t0, x0) = 0).
wEKTOR τ(t, x) =

(
τ1(t, x), . . . , τn(t, x)

)
BUDEM NAZYWATX WEKTO-

ROM BYSTRODEJSTWIQ. wEKTOR BYSTRODEJSTWIQ OPREDELEN DLQ WSEH
(t, x) ∈ intD.

pUSTX θ(t, x) — NEPRERYWNAQ SKALQRNAQ FUNKCIQ, OPREDELEN-
NAQ DLQ WSEH (t, x) ∈ N 1+k PRI NEKOTOROM k = 0, . . . , n; (δt, δx) —
WEKTOR W KASATELXNOM PROSTRANSTWE T(t,x)N 1+k K N 1+k. rASSMO-
TRIM FUNKCI@ ε→ q(ε) ∈ N 1+k, ZADANNU@ RAWENSTWOM q(ε) =

(
t+

11



εδt, x+εδx+o(ε)
)
. pROIZWODNAQ dθ(t, x), OPREDELENNAQ RAWENSTWOM

dθ(t, x)(δt, δx) .= dθ
(
q(ε)

)
/dε|ε=0, ZADAET LINEJNYJ FUNKCIONAL

dθ(t, x), DEJSTWU@]IJ IZ T(t,x)N 1+k W R. tAK KAK T(t,x)N 1+k = R×
TxN k(t), TO dθ(t, x) =

(
dtθ(t, x), dxθ(t, x)

)
, GDE LINEJNYJ FUNKCIO-

NAL dxθ(t, x) : TxN k(t) → R OPREDELEN RAWENSTWOM dxθ(t, x)(δx) =
dθ

(
t, x+ εδx+ o(ε)

)
/dε|ε=0.

t E O R E M A 2. dOPUSTIM, ˆTO SISTEMA (7) DOKRITIˆESKAQ.
kAVDAQ KOORDINATA τi(t, x) WEKTORA BYSTRODEJSTWIQ:

(a) NEPRERYWNA W intD;
(b) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA W N 1+n;
(c) PRI (t, x) ∈ N 1+k, k ∈ {0, . . . , n − 1}, DIFFERENCIRUEMA PO

L@BOMU NAPRAWLENI@, LEVA]EMU W KASATELXNOM PROSTRANSTWE

T(t,x)N 1+k K MNOGOOBRAZI@ N 1+k W TOˆKE (t, x).
(d) QWLQETSQ RE[ENIEM ZADAˆI

dθ(t, x)h(t, x) = −1, θ(t, x)|(t,x)∈N1+n−i = 0, (17)

GDE dθ(t, x)h(t, x) — PROIZWODNAQ FUNKCII θ(t, x) W TOˆKE (t, x) PO
NAPRAWLENI@ WEKTORA h(t, x) =

(
1, A(t)x+ ν(t, x)b(t)

)
,

ν(t, x) =


1, ESLI (t, x) ∈ N 2

+

⋃
· · ·

⋃
N 1+n

+ ,

0, ESLI (t, x) ∈ N 1,

−1, ESLI (t, x) ∈ N 2
−

⋃
· · ·

⋃
N 1+n
− ;

(18)

(e) W ˆASTNOSTI, PRI (t, x) ∈ N 1+n
+ FUNKCIQ τi(t, x) UDOWLE-

TWORQET URAWNENI@

∂θ(t, x)
∂t

+
∂θ(t, x)
∂x

(
A(t)x+ b(t)

)
= −1,

A PRI (t, x) ∈ N 1+n
− — URAWNENI@

∂θ(t, x)
∂t

+
∂θ(t, x)
∂x

(
A(t)x− b(t)

)
= −1.

12



d O K A Z A T E L X S T W O. w [6, TEOREMY 6 I 7] POKAZANO,
ˆTO FUNKCII τi(t, x), i = 1, . . . , n, NEPRERYWNY, NEPRERYWNO DIF-
FERENCIRUEMY W N 1+n, DIFFERENCIRUEMY PO WSEM NAPRAWLENIQM,
LEVA]IM W KASATELXNOM PROSTRANSTWE T(t,x)N 1+k K MNOGOOBRAZI@

N 1+k, k = 0, . . . , n− 1 I OPTIMALXNOE UPRAWLENIE DLQ ZADAˆI (16)
OPREDELENO RAWENSTWOM (15). uˆITYWAQ, ˆTO RE[ENIQ fILIPPO-
WA INWARIANTNY OTNOSITELXNO IZMENENIJ PRAWOJ ˆASTI SISTEMY

NA MNOVESTWAH MERY NULX, A MNOVESTWO Nn IMEET MERU lEBEGA

RAWNU@ NUL@, DOOPREDELIM UPRAWLENIE (15) DO FUNKCII (18); PRI
“TOM DWIVENIQ SISTEMY (7) PRI u = û(t, x) I u = ν(t, x) NE IZME-
NQTSQ, NO TEPERX (KAK POKAZANO W [6, TEOREMA 7]) WSQKOE RE[ENIE
fILIPPOWA SISTEMY (7) PRI u = û(t, x) SOWPADAET S RE[ENIEM kA-
RATEODORI SISTEMY (7) PRI u = ν(t, x).

pOKAVEM, ˆTO τi(t, x) QWLQETSQ RE[ENIEM ZADAˆI (16). pUSTX(
t, x̂(t)

)
— OPTIMALXNOE DWIVENIE W ZADAˆE (16). tOGDA, NEPOSRED-

STWENNO IZ OPREDELENIQ τi(t, x), IMEEM RAWENSTWO

t+ ε+ τi
(
t+ ε, x̂(t+ ε)

)
= t+ τi

(
t, x̂(t)

)
, t , t+ ε > t0 . (19)

dOPUSTIM, ˆTO PRI NEKOTOROM t TOˆKA
(
t, x̂(t)

)
NAHODITSQ NA ODNOM

IZ MNOGOOBRAZIJ N 1+k, GDE k ∈ {1 + n − i, . . . , n − 1}. dLQ OPRE-
DELENNOSTI BUDEM SˆITATX, ˆTO

(
t, x̂(t)

)
∈ N 1+k

+ . tOGDA (SM. (11))
WEKTOR h

(
t, x̂(t)

) .=
(
1, A(t)x̂(t)+b(t)

)
∈ T(t,x̂(t))N 1+k

+ , PRIˆEM WKL@-
ˆENIE h

(
t + ε, x̂(t + ε)

)
∈ T(t+ε,x̂(t+ε))N 1+k

+ SOHRANITSQ DLQ WSEH

ε DOSTATOˆNO BLIZKIH K NUL@. pO“TOMU IMEET MESTO WKL@ˆENIE(
t + ε, x̂(t + ε)

)
∈ N 1+k

+ (PRI ε BLIZKIH K NUL@), DOKAZATELXSTWO
KOTOROGO SLEDUET IZ TEOREMY 1.1 (STR. 110) RABOTY [9]. tAK KAK
x̂(t+ ε) = x̂(t) + ε

(
A(t)x+ b(t)

)
+ o(ε), TO IZ (19) POLUˆAEM RAWEN-

STWO

ε−1
[
τi

(
t+ ε, x̂(t) + ε

(
A(t)x+ b(t)

)
+ o(ε)

)
− τi

(
t, x̂(t)

)]
= −1 ,

PRIWODQ]EE (PRI ε → 0) K RAWENSTWU dτi
(
t, x̂(t)

)
h
(
t, x̂(t)

)
= −1,

IZ KOTOROGO, W SWO@ OˆEREDX, POLUˆAEM PRI t = t0 RAWENSTWO

dτi(t0, x0)h(t0, x0) = −1, DOKAZYWA@]EE UTWERVDENIE (d) TEOREMY.
uTWERVDENIE (e) SLEDUET IZ (d). tEOREMA DOKAZANA.
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z A M E ˆ A N I E 2. iZ PREDSTAWLENIQ dθ(t, x) W WIDE
(
dtθ(t, x),

dxθ(t, x)
)
SLEDUET, ˆTO ZADAˆA (17) “KWIWALENTNA ZADAˆE

dtθ(t, x) + dxθ(t, x)
(
A(t)x+ ν(t, x)b(t)

)
= −1,

θ(t, x)|x∈Nn−i(t) = 0, t ∈ R,

GDE Nn−i(t) =
⋃n−i

k=0

(
N k

+(t)
⋃
N k
−(t)

)
.

7. sTACIONARNAQ SISTEMA

dLQ STACIONARNOJ SISTEMY

ẋ = Ax+ bu, x ∈ Rn, A, b ≡ const, |u| 6 1, (20)

PROSTRANSTWO Rn SLUVIT ESTESTWENNYM FAZOWYM PROSTRANSTWOM

(MY PREDPOLAGAEM, ˆTO DOPUSTIMYMI QWLQ@TSQ UPRAWLENIQ u(x),
NE ZAWISQ]IE OT t); FUNKCIQ σ(t) = σ NE ZAWISIT OT t I NERA-
WENSTWO σ > 0 WYPOLNENO W TOM I TOLXKO TOM SLUˆAE, ESLI

det(b, Ab, . . . ,
An−1b) 6= 0. rAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D SISTEMY

(20) PREDSTAWLQET IZ SEBQ CILINDR R × Dσ; KAVDOE MNOGOOBRA-
ZIE Mk(t) (SM. (9)) NE ZAWISIT OT t (OBOZNAˆIM EGO Mk), PO“TOMU
MNOGOOBRAZIQ N 1+k

± IME@T PREDSTAWLENIE N 1+k
± = R × Nk

±, GDE
Nk
± = F±(Mk), A OTOBRAVENIQ F± : Mk → Rn OPREDELENY RAWEN-

STWAMI (SM. (10))

F±(τn−k+1, . . . , τn) = ∓
∞∑

r=0

αrkA
rb, k = 1, . . . , n. (21)

zDESX αrk = αrk(τn−k+1, . . . , τn) =

=
(−1)r−n+k

(r + 1)!

n−1∑
i=n−k

(−1)i
(
τ r+1
i+1 − τ r+1

i

)
, τn−k = 0, r = 0, 1, . . . .

eSLI detA 6= 0, TO IZ (10) (ILI IZ (21)) SLEDU@T RAWENSTWA

F±(τn−k+1, . . . , τn) = ±
n−1∑

i=n−k

(−1)i−n+k
(
expA(τi − τi+1)

)
A−1b.

14



tAKIM OBRAZOM, DLQ STACIONARNOJ SISTEMY WSE SOBYTIQ RAZWORA-
ˆIWA@TSQ W Dσ: ZADAˆA (16) PEREHODIT W ZADAˆU

ẋ = Ax+ bu(x), |u(x)| 6 1, x(0) = x0 ∈ Dσ ,

x
(
ϑ, x0, u(·)

)
∈ N0

⋃
· · ·

⋃
Nn−i ,

ϑ
(
u(·)

)
−→ min ,

GDE x
(
t, x0, u(·)

)
— RE[ENIE SISTEMY (20), OTWEˆA@]EE UPRAWLE-

NI@ u(x), Nk = Nk
+

⋃
Nk
−, i = 1, . . . , n, N0

± = {0}; WEKTOR BYSTRO-
DEJSTWIQ τ(x) =

(
τ1(x), . . . , τn(x)

)
NE ZAWISIT OT t I DLQ KOORDINAT

τi(x) IMEET MESTO SLEDU@]IJ ANALOG TEOREMY 2.

t E O R E M A 3. pUSTX det(b, Ab, . . . , An−1b) 6= 0. kAVDAQ KO-
ORDINATA τi(x) WEKTORA BYSTRODEJSTWIQ τ(x) NEPRERYWNA W

intDσ; NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA W Nn
+

⋃
Nn
− ; PRI k ∈ {0, . . . , n−

1} DIFFERENCIRUEMA PO L@BOMU NAPRAWLENI@, LEVA]EMU W KA-
SATELXNOM PROSTRANSTWE TxN

k K MNOGOOBRAZI@ Nk W TOˆKE

x ∈ Nk I QWLQETSQ RE[ENIEM ZADAˆI

dη(x)
(
Ax+ ζ(x)b

)
= −1, η(x)|x∈Nn−i = 0,

GDE dη(x)v — PROIZWODNAQ η(x) W TOˆKE x ∈ Nk PO NAPRAWLENI@

WEKTORA v ∈ TxN
k,

ζ(x) =


1, ESLI x ∈ N1

+

⋃
· · ·

⋃
Nn

+ ,

0, ESLI x = 0 ,

−1, ESLI x ∈ N1
−

⋃
· · ·

⋃
Nn
− .

w ˆASTNOSTI, PRI x ∈ Nn FUNKCII τi(x) UDOWLETWORQ@T URAWNE-
NI@

∂η(x)
∂x

(
Ax+ ζ(x)b

)
= −1, x ∈ Nn

+

⋃
Nn
− .
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8. sEMEJSTWO W
rASSMOTRIM SISTEMU URAWNENIJ

ẋ = A(t)x+ b(t)u+ w(t, x), (t, x) ∈ R1+n, |u| 6 1, (22)

GDE FUNKCII A : R → End(Rn), b : R → Rn NEPRERYWNY, FUNKCIQ
w : R1+n → Rn UDOWLETWORQET USLOWIQM kARATEODORI, w(t, 0) ≡ 0
I SU]ESTWUET TAKOE r > 0, ˆTO DLQ LINEJNOJ SISTEMY (7) PRI WSEH
t ∈ R WYPOLNENO NERAWENSTWO σ(t) > r.

oBOZNAˆIM Or
.= R × {x ∈ Rn : |x| < r}, D

.= R × Dσ(t)(t) —
RAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI SISTEMY (7).

pOSTROIM MNOGOZNAˆNYE FUNKCII

U(t, x) =

{
û(t, x), ESLI (t, x) ∈ N 1+n ,

[−1,+1], ESLI (t, x) ∈ Nn

I F(t, x) = A(t)x+ b(t)U(t, x) + w(t, x). tOGDA RE[ENIQ ZADAˆI

ẋ ∈ F(t, x), x(t0) = x0, (t0, x0) ∈ D ,

NAZYWA@TSQ RE[ENIQMI (W SMYSLE a.f. fILIPPOWA [2]) ZADAˆI

ẋ = A(t)x+ b(t)û(t, x) + w(t, x), x(t0) = x0 . (23)

pUSTX TOˆKA q = (t, x) ∈ Nn, OBOZNAˆIM T(q) — KONTINGENTNYJ

KONUS (KONUS bULIGANA) K Nn W TOˆKE q. pO OPREDELENI@ (SM. [9],
ILI [10, STR. 28]) WEKTOR δq = (δt, δx) PRINADLEVIT T(q) W TOM I

TOLXKO TOM SLUˆAE, ESLI

lim inf
ε→+0

ρ0(q + εδq,Nn)
ε

= 0 , (24)

GDE ρ0(q,Q) — EWKLIDOWO RASSTOQNIE TOˆKI q DO MNOVESTWA Q.
nEPOSREDSTWENNO IZ (24) SLEDUET, ˆTO ESLI q ∈ N n, TO T(q) =
TqN n, ESLI q ∈ N 1+k PRI k ∈ {0, . . . , n− 2}, TO TqN 1+k ⊂ T(q).
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l E M M A 2 (SLEDSTWIE TEOREMY 1.1 RABOTY [9]). eSLI DLQ WSEH

q = (t, x) ∈ Nn, ZA ISKL@ˆENIEM TOˆKI q0 = (t, 0), PERESEˆENIE
T(q)

⋂
F(q) PUSTO, TO WSQKOE DWIVENIE q(t) =

(
t, x(t)

)
SISTEMY

(23), ZA ISKL@ˆENIEM DWIVENIQ q0 = (t, 0), ÆPRO[IWAETŒ MNOVE-
STWO Nn, T. E. ESLI q(t0) ∈ Nn I x0 6= 0, TO NAJDETSQ ε > 0
TAKOE, ˆTO q(t) /∈ Nn DLQ WSEH t ∈ (t0 − ε, t0 + ε) \ {t0}.

dALEE, ESLI SU]ESTWUET DWIVENIE q(t) SISTEMY (23) TAKOE,
ˆTO T

(
q(t)

) ⋂
F

(
q(t)

)
6= ∅ DLQ WSEH t ∈ [t0, t0 + ε), TO q(t) ∈ Nn

PRI t ∈ [t0, t0 + ε]. w ˆASTNOSTI, ESLI T(q)
⋂
F(q) 6= ∅ DLQ WSEH

q ∈ Nn, TO MNOVESTWO Nn POLOVITELXNO INWARIANTNO (T. E.
WSQKOE DWIVENIE, NAˆINA@]EESQ W Nn PRI t = t0, OSTAETSQ W Nn

PRI WSEH t > t0).

w FORMULIRUEMOJ NIVE TEOREME OPISAN KLASS DOPUSTIMYH WOZ-
MU]ENIJ (SM. POSTANOWKU ZADAˆI) OSNOWNOGO URAWNENIQ (7).

t E O R E M A 4. pUSTX SU]ESTWUET OTKRYTOE MNOVESTWO

D0 TAKOE, ˆTO Or ⊆ D0 ⊆ D I PRI WSEH (t, x) ⊆ D0 I NEKOTOROM

α > 0 WYPOLNENO NERAWENSTWO

dxτn(t, x)w(t, x) 6 1− α , (t, x) ⊆ D0 . (25)

tOGDA UPRAWLENIE û(t, x), OPREDELENNOE RAWENSTWOM (15), SLU-
VIT POZICIONNYM UPRAWLENIEM DLQ SISTEMY (22) W OBLASTI D0,
T. E. DLQ KAVDOJ TOˆKI (t0, x0) ∈ D0 NAJDETSQ MOMENT WREMENI

ϑ(t0, x0) < ∞ TAKOJ, ˆTO L@BOE RE[ENIE x(t, t0, x0) ZADAˆI (23)
SU]ESTWUET I x(t0+ϑ(t0, x0), t0, x0) = 0. dALEE, DLQ WSQKOGO ε > 0
NAJDETSQ δ > 0 TAKOE, ˆTO ESLI |w(t, x)| 6 δ PRI (t, x) ∈ D0, TO
|τn(t, x)− ϑ(t, x)| 6 ε.

d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX SNAˆALA TOˆKA (t0, x0) NA-
HODITSQ NA MNOGOOBRAZII N 1+n (SLEDOWATELXNO (t0, x0) /∈ Nn).
dLQ OPREDELENNOSTI BUDEM SˆITATX, ˆTO (t0, x0) ∈ N 1+n

+ . oBO-
ZNAˆIM x(t) .= x(t, t0, x0) — RE[ENIE ZADAˆI (23). pUSTX DALEE,
ρ(t) .= τn(t, x(t)) — ÆRASSTOQNIEŒ TOˆKI x(t) OT NULQ. tOGDA

ρ(t0) = τn(t0, x0) > 0 I DLQ WSEH t, TAKIH ˆTO
(
t, x(t)

)
∈ N 1+n

+ ,
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S UˆETOM USLOWIQ (25), POLUˆAEM:

ρ̇(t) =
(∂τn(t, x)

∂t
+
∂τn(t, x)
∂x

(
A(t)x+ b(t) + w(t, x)

))∣∣∣
x=x(t)

=

= −1 +
∂τn(t, x(t))

∂x
w

(
t, x(t)

)
6 −1 + 1− α = −α.

sLEDOWATELXNO, ρ̇(t) 6 −α I PO“TOMU ρ(t) 6 ρ(t0) − α(t − t0). tA-
KIM OBRAZOM, ESLI TOˆKA

(
t, x(t)

)
NAHODITSQ W N 1+n

+ ÆDOSTATOˆ-
NO DOLGOŒ, TO NAJDETSQ MOMENT WREMENI ϑ(t0, x0) > 0 TAKOJ, ˆTO
ρ
(
t0 + ϑ(t0, x0)

)
= 0. pO“TOMU x

(
t0 + ϑ(t0, x0)

)
= 0. dLQ ϑ(t0, x0)

SPRAWEDLIWA OCENKA ϑ(t0, x0) 6 τn(t0, x0)/α.
dOPUSTIM TEPERX, ˆTO NAJDETSQ MOMENT WREMENI t = t1 > t0

TAKOJ, ˆTO TOˆKA q(t1) =
(
t1, x(t1)

)
∈ Nn I x(t1) 6= 0. eSLI (SM.

LEMMU (2)) T
(
q(t1)

) ⋂
F

(
q(t1)

)
= ∅, TO PRI DWIVENII t→

(
t, x(t)

)
TOˆKA

(
t, x(t)

)
POKIDAET Nn PRI t > t1 I TEM SAMYM SNOWA WHO-

DIT W N 1+n (WOZMOVNO WOZWRA]AETSQ W N 1+n
+ ). pRI “TOM OCENKA

ρ(t) 6 ρ(t1)−α(t− t1), t > t1, SOHRANQETSQ DO SLEDU@]EGO MOMENTA
WSTREˆI S Nn. pO“TOMU

ρ(t)6ρ(t1)−α(t−t1)6ρ(t0)−α(t1−t0)−α(t−t1)=ρ(t0)−α(t−t0).

pUSTX W MOMENT WREMENI t2 > t1 TOˆKA q(t2) =
(
t2, x(t2)

)
∈ Nn I

T
(
q(t)

) ⋂
F

(
q(t)

)
6= ∅ DLQ WSEH t ∈ (t2, t2 + ε) I NEKOTOROGO ε > 0.

tOGDA (SM. LEMMU 2) q(t) ∈ Nn PRI t ∈ [t2, t2 + ε). tAK KAK WEKTOR
h
(
t, x(t)

)
=

(
1, A(t)x(t) + ν

(
t, x(t)

)
b(t) + w

(
t, x(t)

))
∈ T

(
q(t)

)
PRI

t ∈ (t2, t2 + ε), TO PRI δ BLIZKIH K NUL@ IMEET MESTO WKL@ˆENIE

x(t+δ) = x(t)+δ
(
A(t)x(t)+ν

(
t, x(t)

)
b(t)+w

(
t, x(t)

))
+o(δ) ∈ Nn.

pO“TOMU PROIZWODNAQ dτn
(
t+ δ, x(t+ δ)

)
/dδ|δ=0 SU]ESTWUET I RAW-

NA dτn(t, x)h(t, x)|x=x(t). dALEE, W SILU (25) SPRAWEDLIWO NERAWEN-
STWO dρ(t)/dt = dτn(t, x)h(t, x)|x=x(t) 6 −α, OBESPEˆIWA@]EE OCEN-
KU ρ(t) 6 ρ(t2) − α(t − t2), IZ KOTOROJ, W SWO@ OˆEREDX, SLEDUET
OCENKA ρ(t) 6 ρ(t0)−α(t− t0). tAKIM OBRAZOM, RE[ENIE x(t) URAW-
NENIQ (23) DOSTIGAET NULQ ZA KONEˆNOE WREMQ.
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pUSTX x
(
t0 + ϑ(t0, x0)

)
= 0; KAK UVE OTMEˆALOSX, DLQ ϑ(t0, x0)

IMEET MESTO OCENKA ϑ(t0, x0) 6 τn(t0, x0)/α. pO“TOMU

|τn(t, x)− ϑ(t, x)| 6 α−1(1− α)τn(t, x) , (t, x) ∈ D0 . (26)

iZ (26) SLEDUET, ˆTO ESLI WOZMU]ENIE w(t, x) BLIZKÓ K NUL@, TO, W
SILU (25), KONSTANTA α BLIZKÁ K EDINICE, PO“TOMU MODULX RAZNO-
STI |τn(t, x)− ϑ(t, x)| BLIZOK K NUL@. tEOREMA DOKAZANA.

9. sTACIONARNAQ SISTEMA S WOZMU]ENIEM

rASSMOTRIM STACIONARNU@ SISTEMU{
ẋ1 = x2

ẋ2 = u.
(27)

zDESX σ = ∞, I, W SILU STACIONARNOSTI “TOJ SISTEMY, WSE TRAEK-
TORII, A TAKVE MNOVESTWA N 2

± UDOBNO NABL@DATX W WIDE PROEKCIJ
NA PLOSKOSTX R2 WDOLX NAPRAWLENIQ OSI t. nA RISUNKE 2 IZOBRAVE-
NA TRAEKTORIQ SISTEMY (27), BLIZKAQ K OPTIMALXNOJ (WSE TRAEK-
TORII “TOGO PRIMERA WYHODQT IZ TOˆKI (1, 1) PRI u = −1). w SILU

POGRE[NOSTI WYˆISLITELXNOGO METODA GOWORITX O TOˆNOM POPADA-
NII TRAEKTORII W NULX NEKORREKTNO, PO“TOMU W DANNOM (I SLEDU@-
]EM) PRIMERE RE[AETSQ ZADAˆA O POPADANII W OKRESTNOSTX NULQ.
kROME TOGO, W SILU “TIH VE PRIˆIN, NEWOZMOVNO ABSOL@TNO TOˆ-
NO WYˆISLITX MOMENT PERESEˆENIQ TRAEKTORII S MNOGOOBRAZIEM

N 2
±. w REZULXTATE TRAEKTORIQ SOWER[AET NESKOLXKO PERESEˆENIJ S

MNOGOOBRAZIQMI N 2
+ I N 2

−.
tRAEKTORII WOZMU]ENNOJ SISTEMY{

ẋ1 = x2

ẋ2 = w(t, x) + u.
(28)

IZOBRAVENY NA SLEDU@]IH DWUH RISUNKAH. nA RISUNKE 3 IZOBRA-
VENA TRAEKTORIQ SISTEMY (28) PRI w(t, x) = −0.5 sin t. zDESX PRO-
ILL@STRIROWAN TOT SLUˆAJ, KOGDA POSLE PERESEˆENIQ S MNOGOOB-
RAZIEM N 2

+ TRAEKTORIQ NE WOZWRA]AETSQ NA “TO MNOGOOBRAZIE, A
DWIGAETSQ DO MNOGOOBRAZIQ N 2

− I T. D.
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rIS. 3. tRAEKTORIQ WOZMU]ENNOJ SISTEMY (28), w(t, x) = −0.5 sin t

nA RIS. 4 IZOBRAVENA TRAEKTORIQ SISTEMY (28) PRI w(t, x) ≡
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rIS. 4. tRAEKTORIQ WOZMU]ENNOJ SISTEMY (28), w = 0.2

0.2. zDESX PROILL@STRIROWAN TOT SLUˆAJ, KOGDA POSLE PERESEˆENIQ
S MNOGOOBRAZIEM N 2

+ TRAEKTORIQ KAVDYJ RAZ WOZWRA]AETSQ NA “TO

MNOGOOBRAZIE, DWIGAQSX K NUL@.

10. mAQTNIK S PODWIVNOJ TOˆKOJ PODWESA

pREDPOLOVIM, ˆTO TOˆKA PODWESA MAQTNIKA (DLINY ` I MASSY

m = 1) DWIVETSQ W WERTIKALXNOJ PLOSKOSTI I KOORDINATY TOˆ-
KI PODWESA QWLQ@TSQ ZADANNYMI FUNKCIQMI x0(t), y0(t), WREMENI
t (x0 — OTKLONENIE PO GORIZONTALI, y0 — PO WERTIKALI). tOGDA
(SM. NAPRIMER, [11]) URAWNENIE OTNOSITELXNOGO DWIVENIQ MAQTNI-
KA IMEET WID

ϕ̈+
(
g

`
+

1
`
ÿ0(t)

)
sinϕ = −1

`
ẍ0(t) cosϕ, (29)

GDE ϕ — UGOL OTKLONENIQ OT WERTIKALXNOGO POLOVENIQ, g — USKO-
RENIE SWOBODNOGO PADENIQ. mY PREDPOLAGAEM, ˆTO MAQTNIK ÆMA-
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LOŒ OTKLONQETSQ OT NULQ I WMESTO (29), BUDEM IZUˆATX URAWNENIE

ϕ̈+
(
g

`
+

1
`
ÿ0(t)

)
sinϕ = u , u = −1

`
ẍ0(t) . (30)

oBOZNAˆIM x1 = ϕ, x2 = ϕ̇ I PEREJDEM OT URAWNENIQ (30) K SISTEME
URAWNENIJ

ẋ1 = x2 , ẋ2 = −
(g
`

+ a(t)
)
x1 + v(t, x1) + u , (31)

GDE a(t) =
1
`
ÿ0(t), v(t, x1) =

(g
`

+ a(t)
)

(x1 − sinx1), A FUNKCI@

u = u(t, x) MY BUDEM INTERPRETIROWATX KAK UPRAWLENIE I PRED-
POLAGATX, ˆTO |u| 6 1. dALEE, DOPUSTIM, ˆTO a(t) = a0(t) + a1(t),
PRIˆEM NEPRERYWNAQ I OGRANIˆENNAQ NA R FUNKCIQ a0(t) IZWESTNA
TOˆNO, A FUNKCI@ a1(t) BUDEM INTERPRETIROWATX KAK MALOE SLU-
ˆAJNOE KOLEBANIE S NULEWYM SREDNIM. pEREPI[EM TEPERX SISTEMU
(31) W WIDE

ẋ1 = x2 , ẋ2 = −
(g
`

+ a0(t)
)
x1 + w(t, x1) + u , |u| 6 1 .

zDESX w(t, x1) =
(g
`

+ a0(t)
)

(x1 − sinx1) − a1(t) sinx1. zADAˆA OB
USPOKOENII MAQTNIKA SOSTOIT W POSTROENII POZICIONNOGO UPRAW-
LENIQ û(t, x) TAKOGO, ˆTO WSE RE[ENIQ x(t, t0, x0) SISTEMY

ẋ1 = x2 , ẋ2 = −
(g
`

+ a0(t)
)
x1 + w(t, x1) + û(t, x) (32)

DLQ x0 BLIZKIH K NUL@, PRIHODQT W NULX ZA KONEˆNOE WREMQ NEZA-
WISIMO OT a1(t).

dLQ RE[ENIQ POSTAWLENNOJ ZADAˆI WOSPOLXZUEMSQ TEOREMOJ 4.
mOVNO POKAZATX, ˆTO NAJDETSQ TAKOE r > 0, ˆTO FUNKCIQ σ(t) DLQ
LINEJNOJ SISTEMY

ẋ1 = x2 , ẋ2 = −
(g
`

+ a0(t)
)
x1 + u , |u| 6 1 . (33)
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rIS. 5. gRAFIK σ(t) DLQ (33) PRI g = 9.81, ` = 1, a0(t) = 5 sin 2t

UDOWLETWORQET NERAWENSTWU σ(t) > r, KROME TOGO WOZMU]ENIE

w(t, x1) — NEPRERYWNAQ FUNKCIQ I w(t, 0) = 0. tAKIM OBRAZOM, W
MALOJ OKRESTNOSTI NULQ DLQ SISTEMY (33) PRIMENIMA TEOREMA 4.

nA RIS. 5 POSTROEN GRAFIK σ(t) DLQ SISTEMY (33) PRI g = 9.81,
` = 1, a0(t) = 5 sin 2t. w “TOM PRIMERE σ(t) > r = 0.823. mNOVE-
STWO UPRAWLQEMOSTI D SISTEMY (33) PRI UKAZANNYH PARAMETRAH

POSTROENO NA RIS. 6.

nA RIS. 7 POSTROENY: A) POWERHNOSTX PEREKL@ˆENIQ N 2
+

⋃
N 2
−

SISTEMY (33) DLQ g = 9.81, ` = 1, a0(t) = 5 sin 2t I B) DWA RE[ENIQ,
WYHODQ]IE IZ TOˆKI x0 = (0, 0.4) PRI t0 = 1.5. rE[ENIE, IZO-
BRAVENNOE TOLSTOJ LINIEJ, OTWEˆAET SISTEME (33) PRI g = 9.81,
` = 1, a0(t) = 5 sin 2t, u = û(t, x) (ONO IMEET ODNO PEREKL@ˆENIE, NO
W SILU ˆISLENNOGO ALGORITMA, PRIBLIVENNOE RE[ENIE PERESEKAET
POWERHNOSTX PEREKL@ˆENIQ MNOGOKRATNO). rE[ENIE, IZOBRAVENNOE
TONKOJ LINIEJ, OTWEˆAET SISTEME (32) PRI TEH VE ZNAˆENIQH g, `,
a0(t) I PRI a1(t) = 5 sin 3t.
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