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wWEDENIE. w RABOTE, PRODOLVA@]EJ ISSLEDOWANIQ [1], [2], IZUˆA@TSQ USLOWIQ DIFFEREN-
CIRUEMOSTI FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ τn(t, x) LINEJNOJ DOKRITIˆESKOJ (SM. [2]) SISTEMY

ẋ = A(t)x+ b(t)u, |u| 6 1, (1)

(S ODNIM WHODOM I n WYHODAMI, n > 2 ) I WOZMOVNOSTX POSTROENIQ POZICIONNOGO UPRAWLENIQ,
OPTIMALXNOGO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ. w OTLIˆIE OT [1], ZDESX DANY DOKAZATELXSTWA WSEH

UTWERVDENIJ I USTRANEN PROBEL W DOKAZATELXSTWE TEOREMY 5 RABOTY [1].
sLEDUET OTMETITX,ˆTO, NEZAWISIMO OT GLADKOSTI A I b, W L@BOJ OKRESTNOSTI NULQ PRO-

STRANSTWA (t, x) -PEREMENNYH SU]ESTWU@T (OTLIˆNYE OT NULQ) TOˆKI, W KOTORYH FUNKCIQ BY-
STRODEJSTWIQ TERQET GLADKOSTX, NO TAKIH TOˆEK «DOSTATOˆNO MALO». bOLEE TOˆNO, BUDET POKAZA-
NO, ˆTO W PREDPOLOVENII DOKRITIˆNOSTI, W RAS[IRENNOM FAZOWOM PROSTRANSTWE (PROSTRANSTWE
(t, x) -PEREMENNYH) SU]ESTWUET SLABO INWARIANTNOE GLADKOE MNOGOOBRAZIE N n RAZMERNOSTI n,
SODERVA]EE NULX I OBLADA@]EE TEM SWOJSTWOM, ˆTO W KAVDOJ TOˆKE (t, x) ∈ N n FUNKCIQ BY-
STRODEJSTWIQ NE IMEET PROIZWODNOJ. dALEE, WO WSEH TOˆKAH (t, x) MNOVESTWA D

.= {(t, x) :
t ∈ R, τn(t, x) < σ(t)} ( σ(t) OPREDELQET INTERWAL DOKRITIˆNOSTI), NE LEVA]IH NA MNOGOOB-
RAZII N n, FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ IMEET GLADKOSTX NA EDINICU BOLX[E GLADKOSTI FUNKCII
t→ (A(t), b(t)), ZADA@]EJ SISTEMU (1).

oKAZYWAETSQ, ˆTO ANALOGIˆNYM OBRAZOM FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ WEDET SEBQ NA MNOGOOBRA-
ZII N n : WO WSEH TOˆKAH MNOGOOBRAZIQ N n, ZA ISKL@ˆENIEM TOˆEK, NAHODQ]IHSQ NA NEKOTOROM
(SLABO INWARIANTNOM) PODMNOGOOBRAZII N n−1 RAZMERNOSTI n − 1, FUNKCIQ τn(t, x) NEPRE-
RYWNO DIFFERENCIRUEMA PRI (t, x) ∈ D W NAPRAWLENII L@BOGO WEKTORA, LEVA]EGO W PROSTRAN-
STWE, KASATELXNOM K N n W TOˆKE (t, x). tAKAQ STRUKTURA WLOVENNYH SLABO INWARIANTNYH

MNOGOOBRAZIJ, UMENX[A@]IH RAZMERNOSTX PROSTRANSTWA NEPRERYWNOJ DIFFERENCIRUEMOSTI

PO NAPRAWLENIQM, ESTESTWENNYM OBRAZOM PRODOLVAETSQ DO MNOGOOBRAZIQ RAZMERNOSTI EDINICA

(FAKTORIZACIQ pOLIA I mAMMANA).
mNOGOOBRAZIQ N k, k = 1, . . . , n, OBLADA@T TEM SWOJSTWOM, ˆTO NA NIH OPTIMALXNOE W SMY-

SLE BYSTRODEJSTWIQ UPRAWLENIE RAZRYWNO (UPRAWLENIE PEREKL@ˆAETSQ S +1 NA −1 ILI S −1
NA +1 ), A KONUS DOPUSTIMYH WEKTOROW SKOROSTEJ (NAPRAWLQ@]IJ OPTIMALXNOE DWIVENIE, ESLI
PONIMATX TAKOE DWIVENIE W SMYSLE OPREDELENIQ a.f. fILIPPOWA) KASAETSQ ODNOGO IZ MNOGO-
OBRAZIJ N k (KONUS NAHODITSQ PO ODNU STORONU OT KASATELXNOGO PROSTRANSTWA I IMEET S “TIM
PROSTRANSTWOM OB]IJ WEKTOR). —TO OBSTOQTELXSTWO POZWOLQET KORREKTNO OPREDELITX POZICI-
ONNOE UPRAWLENIE, OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ. pRI “TOM POZICIONNOE UPRAWLENIE

DOSTATOˆNO ZADATX TOLXKO NA MNOGOOBRAZII N 1+n MAKSIMALXNOJ RAZMERNOSTI, TAK KAK DWIVE-
NIQ (t, x(t)) (W SMYSLE fILIPPOWA) SISTEMY S RAZRYWNOJ PO FAZOWYM KOORDINATAM PRAWOJ ˆA-
STX@ NE ZAWISQT OT TOGO, KAK OPREDELENA PRAWAQ ˆASTX NA MNOVESTWAH, MERA lEBEGA KOTORYH (W
R1+n ) RAWNA NUL@. tAKIM OBRAZOM, NALIˆIE DOKRITIˆNOSTI (FAKTORIZACII pOLIA-mAMMANA)
WLEˆET SU]ESTWOWANIE POZICIONNOGO UPRAWLENIQ, OPTIMALXNOGO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ.
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1. oBOZNAˆENIQ I OPREDELENIQ. zDESX SOHRANENY OBOZNAˆENIQ RABOTY [2]; NAPOMNIM
NEKOTORYE IZ NIH: Rn — EWKLIDOWO PROSTRANSTWO RAZMERNOSTI n S NORMOJ |x| =

√
x∗x (ZWEZ-

DA OZNAˆAET OPERACI@ TRANSPONIROWANIQ). eSLI NE OGOWORENO DRUGOE, WEKTORY-STOLBCY OBO-
ZNAˆA@TSQ LATINSKIMI BUKWAMI, WEKTORY-STROKI — GREˆESKIMI (TAKIM OBRAZOM, ZAPISX ξx
OZNAˆAET SKALQRNOE PROIZWEDENIE WEKTOROW ξ I x ); End(Rn) — PROSTRANSTWO LINEJNYH OTO-
BRAVENIJ W Rn

S NORMOJ |A| = max{|Ax| : |x| 6 1}.
pUSTX D — PROIZWOLXNOE MNOVESTWO W Rn. oBOZNAˆIM intD — WNUTRENNOSTX MNOVESTWA

D OTNOSITELXNO Rn, clD — ZAMYKANIE D W Rn. oPORNOJ FUNKCIEJ ξ → c(ξ,D) MNOVE-
STWA D NAZYWAETSQ FUNKCIQ, OPREDELENNAQ RAWENSTWOM c(ξ,D) = sup{ξx : x ∈ D}. sWOJSTWA
OPORNOJ FUNKCII SM. [3].

nAPOMNIM [4], ˆTO ESLI M I N — MNOGOOBRAZIQ KLASSA Cr, r > 1, WLOVENNYE W KONEˆNO-
MERNYE PROSTRANSTWA I f — OTOBRAVENIE IZ M W N, TO f PRINADLEVIT KLASSU Ck, k6 r W

TOˆKE p ∈ M, ESLI DLQ L@BOJ k RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOJ KRIWOJ p : (−1, 1) → M,
PROHODQ]EJ ˆEREZ TOˆKU p, p(0) = p, FUNKCIQ ε→ f(p(ε)) IZ (−1, 1) W N PRINADLEVIT KLAS-
SU Ck W TOˆKE ε = 0. dALEE, OTOBRAVENIE df(p) : TpM → TqN, DEJSTWU@]EE IZ PROSTRANSTWA
TpM, KASATELXNOGO K M W TOˆKE p W PROSTRANSTWO TqN, KASATELXNOE K N W TOˆKE q = f(p)
I OPREDELENNOE RAWENSTWOM df(p)v = df(p(ε))/dε|ε=0 DLQ WSQKOJ Ck -KRIWOJ p : (−1, 1) → M
(p(0) = p, dp(ε)/dε|ε=0 = v ∈ TpM ), NAZYWAETSQ PROIZWODNOJ OTOBRAVENIQ f W TOˆKE p. oTO-
BRAVENIE f : M → N NAZYWAETSQ Ck -DIFFEOMORFIZMOM, ESLI ONO PRINADLEVIT KLASSU Ck

I IMEET OBRATNOE TOGO VE KLASSA. eSLI f : M → N OTOBRAVENIE KLASSA Ck I df(p) —
IZOMORFIZM DLQ KAVDOGO p ∈M, TO f — DIFFEOMORFIZM KLASSA Ck.

wS@DU DALEE PREDPOLAGAETSQ, ˆTO FUNKCII A : R → End(Rn) I b : R → Rn, ZADA@]IE
SISTEMU (1), PRINADLEVAT KLASSU Ck PRI NEKOTOROM k>0. fUNKCIEJ BYSTRODEJSTWIQ (t, x) →
τn(t, x) SISTEMY (1) NAZYWAETSQ FUNKCIQ, ZNAˆENIE KOTOROJ W KAVDOJ TOˆKE (t0, x0) OPREDELENO
RAWENSTWOM τn(t0, x0) = min

u(·)∈U
{ϑ > 0 : x(t0 + ϑ, t0, x0, u(·)) = 0}, GDE U — SOWOKUPNOSTX WSEH

IZMERIMYH FUNKCIJ SO ZNAˆENIQMI W [−1, 1], x(t, t0, x0, u(·)) — RE[ENIE SISTEMY (1) PRI

UPRAWLENII u = u(t) I NAˆALXNOM USLOWII x(t0) = x0. eSLI DLQ NEKOTOROJ TOˆKI (t0, x0) NE

SU]ESTWUET DOPUSTIMOGO UPRAWLENIQ, PEREWODQ]EGO RE[ENIE W NULX ZA KONEˆNOE WREMQ, BUDEM
POLAGATX, ˆTO τn(t0, x0) = ∞.

mNOVESTWOM UPRAWLQEMOSTI SISTEMY (1) NA OTREZKE [t0, t0 + ϑ] NAZYWAETSQ MNOVESTWO
Dϑ(t0) = {x ∈ Rn : τn(t0, x) 6 ϑ}. dLQ Dϑ(t0) IMEET MESTO RAWENSTWO

Dϑ(t0) = −
t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t)Udt, U = [−1, 1],

GDE X(t, s) — MATRICA kO[I SISTEMY ẋ = A(t)x, INTEGRAL W SMYSLE a.a. lQPUNOWA [5, S. 229].
sISTEMA (1) NAZYWAETSQ DIFFERENCIALXNO UPRAWLQEMOJ W TOˆKE t0, ESLI DLQ WSEH ϑ > 0

IMEET MESTO WKL@ˆENIE 0 ∈ intDϑ(t0), I DIFFERENCIALXNO UPRAWLQEMOJ NA INTERWALE J ⊂ R,
ESLI ONA DIFFERENCIALXNO UPRAWLQEMA W KAVDOJ TOˆKE “TOGO INTERWALA. w [6, LEMMA 1 I TEORE-
MA 2] POKAZANO, ˆTO ESLI SISTEMA (1) DIFFERENCIALXNO UPRAWLQEMA NA J, TO DLQ L@BOGO t0 ∈ J
MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D(t0)

.=
⋃

ϑ>0

Dϑ(t0) OTKRYTO W Rn, I FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ

NEPRERYWNA W KAVDOJ TOˆKE (t0, x0) ∈ J ×D(t0).
mNOVESTWO N W RAS[IRENNOM FAZOWOM PROSTRANSTWE R1+n

SISTEMY (1) NAZYWAETSQ SLABO
INWARIANTNYM, ESLI DLQ L@BOJ TOˆKI (t0, x0) ∈ N SU]ESTWUET UPRAWLENIE u0(·) ∈ U TAKOE,
ˆTO RE[ENIE x0(t) SISTEMY (1) PRI u = u0(t) I NAˆALXNOM USLOWII x0(t0) = x0, UDOWLETWORQET
WKL@ˆENI@ (t, x0(t)) ∈ N DLQ WSEH t > t0. w ˆASTNOSTI, RAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRAWLQE-
MOSTI D

.= R × Dσ(t)(t) SLABO INWARIANTNO (DLQ L@BOJ FUNKCII σ(t), UDOWLETWORQ@]EJ

NERAWENSTWU σ(t) > 0 PRI WSEH t ∈ R ).
2. wEKTOR BYSTRODEJSTWIQ. pUSTX ψ1(t), . . . , ψn(t) — PROIZWOLXNYJ BAZIS RE[ENIJ SO-

PRQVENNOJ SISTEMY ψ̇ = −ψA(t), σ(t0) — TOˆNAQ WERHNQQ GRANX TAKIH σ > 0, ˆTO NA POLUIN-
TERWALE [t0, t0 + σ) SOWOKUPNOSTX FUNKCIJ ξi(t)

.= ψi(t)b(t), i = 1, . . . , n, QWLQETSQ T -SISTEMOJ
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(WSQKAQ NETRIWIALXNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ IMEET NA [t0, t0 + σ) NE BOLEE n− 1 GEOMETRIˆE-
SKI RAZLIˆNYH NULEJ). eSLI SOWOKUPNOSTX {ξi}n

i=1 QWLQETSQ T -SISTEMOJ NA [t0, t0 +ϑ), TO DLQ
L@BYH TOˆEK t1, . . . , tn−1 ( t0 6 t1 < t2 < · · · < tn−1 < t0 + ϑ ), NAJDETSQ LINEJNAQ KOMBINACIQ
FUNKCIJ, IME@]AQ PROSTYE NULI W TOˆKAH ti I NE IME@]AQ NULEJ NA [t0, t0 + ϑ) [7, S. 53].

oPR E D E L E N I E 1 (SM. [2]). sISTEMA (1) NAZYWAETSQ DOKRITIˆESKOJ NA INTERWALE J, ESLI
DLQ WSEH t ∈ J WYPOLNENO NERAWENSTWO σ(t) > 0.

lEMMA 1 (SM. [2]). eSLI SISTEMA (1) DOKRITIˆESKAQ NA J, TO ONA DIFFERENCIALXNO

UPRAWLQEMA DLQ WSEH t ∈ J.
wWEDEM OBOZNAˆENIE τn = ϑ I DLQ KAVDOGO k = 0, 1, . . . , n I L@BOGO t ∈ R OPREDELIM

MNOGOOBRAZIQ Mk(t) .= {τ = (τn−k+1, . . . , τn) : 0 < τn−k+1 < · · · < τn < σ(t)}, k = 1, . . . , n,
M0(t) .= {0}, I MNOGOOBRAZIQ M1+k = R ×Mk(t). wSQKOJ TOˆKE p = (t, τ) ∈ M1+k POSTAWIM

W SOOTWETSTWIE TOˆKU q = (t, x), GDE x = 0 PRI k = 0 I

x = x(p) = −
n−1∑

i=n−k

(−1)i−n+k

t+τi+1∫
t+τi

X(t, s)b(s) ds, τn−k = 0, k > 1. (2)

tAKIM OBRAZOM, DLQ KAVDOGO k ZADANA FUNKCIQ p → F (p) = q S OBLASTX@ OPREDELE-
NIQ M1+k I OBLASTX@ ZNAˆENIJ N 1+k

+
.= F (M1+k) (W DALXNEJ[EM NIVNIJ INDEKS U N 1

+

OPUSKAEM). tAK KAK N 1+k
+ = R × N k

+(t), GDE N 0(t) = {0}, A DLQ k > 1 MNOVESTWO N k
+(t)

SOSTOIT IZ TOˆEK WIDA (2), TO N k
+(t) ⊂ Dσ(t)(t). pO“TOMU, W SILU PRINCIPA MAKSIMUMA pON-

TRQGINA I USLOWIQ τn < σ(t), KAVDOJ TOˆKE q = (t, x) ∈ N 1+k
+ OTWEˆAET EDINSTWENNAQ TOˆKA

p = (t, τ) ∈ M1+k, ZADA@]AQ (PRI k > 2 ) MOMENTY PEREKL@ˆENIJ UPRAWLENIQ, PEREWODQ]EGO
POZICI@ (t, x) W POZICI@ (t + τn, 0) I OPTIMALXNOGO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ (PRI k = 0
OPTIMALXNOE UPRAWLENIE ≡ 0, A PRI k = 1 NE IMEET PEREKL@ˆENIJ). dALEE, DLQ F IMEET

MESTO RAWENSTWO F (p+ δp) = F (p) + dF (p)δp+ ω(|δp|), GDE dF (p) = col(1, 0, . . . , 0) PRI k = 0,

dF (p) =
(

1 0 . . . 0
wn−k(p) wn−k+1(p) . . . wn(p)

)
, k > 1. (3)

zDESX OBOZNAˆENO: wn−k(p) = ∂x(p)/∂t = A(t)x(p) + b(t) + wn−k+1(p) + · · · + wn(p), wi(p) =
∂x(p)/∂τi = 2(−1)i−n+kX(t, t+ τi)b(t+ τi), ESLI i = n− k + 1, . . . , n− 1, wn(p) = ∂x(p)/∂τn =
(−1)kX(t, t + τn)b(t, t+ τn). w [2] POKAZANO, ˆTO PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM p ∈ M1+k WEKTO-
RY wn−k+1(p), . . . , wn(p) LINEJNO NEZAWISIMY, PO“TOMU STOLBCY MATRICY dF (p) TOVE LINEJ-
NO NEZAWISIMY. sLEDOWATELXNO dF (p) — IZOMORFIZM PROSTRANSTWA TpM1+k, KASATELXNOGO K
MNOGOOBRAZI@ M1+k W TOˆKE p, W PROSTRANSTWO TqN 1+k

+ , KASATELXNOE K MNOGOOBRAZI@ N 1+k
+

W TOˆKE q = F (p). kROME TOGO, FUNKCIQ p → dF (p) PRINADLEVIT KLASSU Cr I PO“TOMU F
— DIFFEOMORFIZM KLASSA Cr+1. sLEDOWATELXNO, DLQ KAVDOGO k = 0, 1, . . . , n, MNOGOOBRAZIE
N 1+k

+ QWLQETSQ GLADKIM MNOGOOBRAZIEM KLASSA Cr+1.

pOSTROENNYE MNOGOOBRAZIQ N 1+k
+ OBLADA@T TEM SWOJSTWOM, ˆTO DLQ TOˆEK (t0, x0) ∈ N 1+k

+

OPTIMALXNOE (W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ) UPRAWLENIE u0(t) PRI t ∈ [t0, t0 + τn−k+1(t0, x0))
RAWNO +1. aNALOGIˆNYM OBRAZOM STROQTSQ MNOGOOBRAZIQ N 1+k

− , k = 1, . . . , n (W “TOM SLUˆAE

OPTIMALXNOE UPRAWLENIE NAˆINAETSQ S −1 ).
tE O R EM A 1 ([1], [2]). pREDPOLOVIM, ˆTO SISTEMA (1) DOKRITIˆESKAQ. tOGDA RAS[IRENNOE

MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D
.= R×Dσ(t)(t) PREDSTAWIMO W WIDE D = cl

(
N1+n

+

⋃
N1+n
−

)
, GDE

N1+k
+ = N 1+k

+

⋃
N k
−

⋃
N k−1

+

⋃
· · ·

⋃
N 1, N1+k

− = N 1+k
−

⋃
N k

+

⋃
N k−1
−

⋃
· · ·

⋃
N 1, k = 0, . . . , n.

oKAZYWAETSQ DALEE, ˆTO DLQ KAVDOGO k = 0, . . . , n, MNOGOOBRAZIQ N1+k
+ , N1+k

− SLABO INWA-
RIANTNY I MNOGOOBRAZIE Nk

+

⋃
Nk
− QWLQETSQ OB]IM KRAEM MNOGOOBRAZIJ cl N1+k

+ I cl N1+k
− .

pUSTX q0 = (t0, x0) ∈ N 1+n
+ , TOGDA FUNKCIQ F−1 : N 1+n

+ →M1+n, OBRATNAQ K F PRI k = n
ZADAET TOˆKU p0 = (t0, τ1(q0), . . . , τn(q0)) ∈ M1+n, 0 < τ1(q0) < · · · < τn(q0). oKAZYWAETSQ
(“TO BUDET DOKAZANO NIVE), ˆTO DLQ KAVDOGO i = 1, . . . , n, ˆISLO τi(q0) QWLQETSQ WREMENEM

BYSTRODEJSTWIQ ( ϑ = τi(q0) ) W ZADAˆE O PEREWODE x0 ∈ N n
+(t0) NA MNOGOOBRAZIE N n−i

ν(i) (t0 + ϑ) :

ϑ(u(·)) → min
u(·)

, u(·) ∈ U , (4)
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ẋ = A(t)x+ b(t)u(t), t0 6 t 6 t0 + ϑ, (5)

x(t0) = x0, x(t0 + ϑ) ∈ N n−i
ν(i) (t0 + ϑ), (6)

GDE WMESTO ν(i) NADO POSTAWITX ZNAK «PL@S», ESLI i — ˆETNOE I ZNAK «MINUS», ESLI i —
NEˆETNOE ˆISLO. wEKTOR τ(q) = (τ1(q), . . . , τn(q)) BUDEM NAZYWATX WEKTOROM BYSTRODEJSTWIQ.

z AM E ˆ A N I E 1. wEKTOR BYSTRODEJSTWIQ OPREDELEN NA N 1+n
+ . pOSKOLXKU MNOVESTWO Dσ(t)(t)

CENTRALXNO SIMMETRIˆNO, TO FAKTIˆESKI WEKTOR τ(q) OPREDELEN NA N 1+n
+

⋃
N 1+n
− (DEJSTWI-

TELXNO, IZ WKL@ˆENIQ x ∈ N n
+(t) SLEDUET WKL@ˆENIE −x ∈ N n

−(t), PRIˆEM τi(t, x) = τi(t,−x) ).
s UˆETOM (6) DOOPREDELIM τ(q) NA WSE D, POLOVIW τi(q) = 0 PRI q ∈ N1+n−i

+

⋃
N1+n−i
− (DLQ

i ∈ {1, . . . , n}, MERA lEBEGA MNOVESTWA N1+n−i
+

⋃
N1+n−i
− RAWNA NUL@).

pRIM E R 1. nA RISUNKE POSTROENO MNOVESTWO N 2
+(t0)

⋃
N 2
−(t0) (SEˆENIE POWERHNOSTI PERE-

KL@ˆENIQ N 3
+

⋃
N 3
− OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ PRI FIKSIROWANNOM t0 ) DLQ SISTEMY [2, PRI-

MER 1] ẋ1 = a1(t)x1 + a2(t)x3 + u, ẋ2 = x1, ẋ3 = x1 + a3(t)x3, PRI |u| 6 1, t0 = 0, a1 = 1,
a2 = 0.1 sin t, a3 = 1 + 0.999 sin t DLQ TOˆEK x ∈ Dϑ(t0), GDE ϑ = 2π.

- 1
1

- 5 - 2.5 0 2.5 5

- 1

0

1

- 1 x1

x2

x3

tE O R EM A 2. pUSTX SISTEMA (1) DOKRITIˆESKAQ. oBOZNAˆIM (u0(·), ϑ0, x0(·)) — OPTI-
MALXNYJ PROCESS ZADAˆI (4) — (6) PRI NEKOTOROM FIKSIROWANNOM i ∈ {1, . . . , n}. tOGDA

ϑ0 = τi(q0) I NA INTERWALE (t0, t0 + τi(q0)) OPTIMALXNOE UPRAWLENIE u0(t) I OTWEˆA@]EE

EMU OPTIMALXNOE RE[ENIE x0(t) SISTEMY (5) SOWPADA@T S OPTIMALXNYMI UPRAWLENIEM I

RE[ENIEM ZADAˆI BYSTRODEJSTWIQ W NULX (T. E. ZADAˆI (4) — (6) PRI i = n ).
dOK O Z A T E L X S T W O. pUSTX q0 ∈ N 1+n

+ I (u(t), ϑ, x(t)) — DOPUSTIMYJ PROCESS ZADAˆI (5),
(6) PRI i = 1. dOKAVEM, ˆTO ϑ > τ1(q0). dOKAZATELXSTWO RAZOB˙ËM NA NESKOLXKO PUNKTOW.

a. pUSTX p0 = F−1(q0), GDE F−1 — OTOBRAVENIE, OBRATNOE K F (SM. (2) PRI k = n ). tOGDA

x0 = −
n−1∑
i=0

(−1)i

t0+τi+1∫
t0+τi

X(t0, t)b(t)dt, (7)

GDE τ0 = 0, τi = τi(q0). dALEE, POSKOLXKU x(t0 + ϑ) ∈ N n−1
− (t0 + ϑ), TO NAJDETSQ WEKTOR

θ = (θ2, . . . , θn), 0 < θ2 < · · · < θn, ˆTO

x(t0 + ϑ) =
n−1∑
i=1

(−1)i−1

t0+ϑ+θi+1∫
t0+ϑ+θi

X(t0 + ϑ, t)b(t)dt. (8)

zDESX θ1 = 0, θi = τi(t0 + ϑ, x(t0 + ϑ)), i = 2, . . . , n. pODSTAWIW (7) I (8) W RE[ENIE x(t) =

X(t, t0)x0 +
t∫

t0

X(t, s)b(s)u(s)ds, POSLE NESLOVNYH PREOBRAZOWANIE POLUˆIM n RAWENSTW

2
n−1∑
i=2

(−1)i

t0+τi∫
t0+ϑ+θi

X(t0, t)b(t) dt− (−1)n

t0+ϑ+θn∫
t0+τn

X(t0, t)b(t) dt+
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+

t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t)(u(t)− 1) dt− 2

t0+τ1∫
t0+ϑ

X(t0, t)b(t) dt = 0. (9)

tAKIM OBRAZOM, KAVDOMU DOPUSTIMOMU PROCESSU ZADAˆI (5), (6) OTWEˆAET RE[ENIE w =
(u(·), ϑ, θ) SISTEMY URAWNENIJ (9); WERNO I OBRATNOE UTWERVDENIE, PO“TOMU RE[ENIE w SI-
STEMY (9) TOVE BUDEM NAZYWATX DOPUSTIMYM PROCESSOM ZADAˆI (5), (6). oˆEWIDNYM DOPU-
STIMYM PROCESSOM SLUVIT TROJKA w0 = (u0(·), τ1, θ0), GDE u0(t) = 1 PRI t ∈ [t0, t0 + τ1),
θ0 = (τ2 − τ1, . . . , τn − τ1).

pUSTX ψ ∈ Sn−1. uMNOVIM RAWENSTWA (9) SKALQRNO NA ψ I POLUˆIW[U@SQ SLEWA FUNK-

CI@ OBOZNAˆIM S(w,ψ). tOGDA S = I1(w,ψ)+S(w,ψ)+In(w,ψ), GDE I1=
t0+ϑ∫
t0

ξ(t)(u(t)−1)dt −

2
t0+τnt−1∫

t0+ϑ

ξ(t) dt, S = 2
n−1∑
i=2

(−1)i
t0+τi∫

t0+ϑ+θi

ξ(t) dt, In = −(−1)n
t0+ϑ+θn∫
t0+τn

ξ(t) dt, ξ(t) = ψX(t0, t)b(t).

tAKIM OBRAZOM, DLQ L@BOGO DOPUSTIMOGO PROCESSA w I L@BOGO ψ ∈ Sn−1 IZ (9) SLEDUET

RAWENSTWO S(w,ψ) = 0.
b. zAPI[EM SUMMU S(w,ψ) W WIDE S = I2(w,ψ)+ · · ·+ In−1(w,ψ), GDE Ii = ci

t0+βi∫
t0+αi

ξ(t, ψ) dt,

i = 2, . . . , n− 1, αi = min{ϑ+ θi, τi}, βi = max{ϑ+ θi, τi}, ci = 2(−1)i, ESLI αi = ϑ+ θi I ci =
−2(−1)i, ESLI αi = τi. oˆEWIDNO αi 6 βi. oKAZYWAETSQ DALEE, ˆTO αi 6 αi+1. dEJSTWITELXNO,
ESLI αi = ϑ + θi I αi+1 = ϑ + θi+1 ILI αi = τi I αi+1 = τi+1, TO NERAWENSTWO αi 6 αi+1

OˆEWIDNO. pUSTX αi = ϑ + θi, αi+1 = τi+1 ; TOGDA βi = τi I αi 6 βi < τi+1 = αi+1. eSLI VE

αi = τi, αi+1 = ϑ + θi+1, TO αi 6 βi = ϑ + θi < ϑ + θi+1 = αi+1. aNALOGIˆNO DOKAZYWA@TSQ
NERAWENSTWA βi 6 βi+1.

pOKAVEM, ˆTO ESLI PRI NEKOTOROM i INTERWALY (αi, βi) I (αi+1, βi+1) PERESEKA@TSQ, TO
ci + ci+1 = 0. dEJSTWITELXNO, PUSTX αi+1 < βi I αi+1 = ϑ + θi+1, TOGDA βi = τi I PO“TO-
MU αi = ϑ + θi ; SLEDOWATELXNO ci + ci+1 = 2(−1)i + 2(−1)i+1 = 0. eSLI αi+1 = τi+1, TO

βi = ϑ + θi. pO“TOMU αi = τi I ci + ci+1 = −2(−1)i − 2(−1)i+1 = 0. tAKIM OBRAZOM, L@BOJ
PARE PERESEKA@]IHSQ INTERWALOW (αi, βi) I (αi+1, βi+1) OTWEˆAET W S(w,ψ) DWA INTEGRALA

I0
i (w,ψ) = ci

t0+αi+1∫
t0+αi

ξ(t, ψ) dt I I0
i+1(w,ψ) = ci+1

t0+βi+1∫
t0+βi

ξ(t, ψ) dt S NEPERESEKA@]IMISQ INTER-

WALAMI (t0 + αi, t0 + αi+1) I (t0 + βi, t0 + βi+1) (DLQ DALXNEJ[EGO WAVNO, ˆTO OTMEˆENNAQ

PERESTROJKA NE UWELIˆIWAET KOLIˆESTWO INTEGRALOW W S(w,ψ) ).
w. pREDPOLOVIM, ˆTO SU]ESTWUET DOPUSTIMYJ PROCESS (u(·), ϑ, θ), TAKOJ, ˆTO ϑ 6 τ1. wY-

BEREM WEKTOR ψ0 ∈ Sn−1, OBESPEˆIWA@]IJ SLEDU@]IE SWOJSTWA FUNKCII ξ0(t) = ξ(t, ψ0) : 1)
ξ0(t) > 0 PRI t ∈ (t0, t0 + τ1) ; 2) (−1)nξ0(t) > 0 PRI t ∈ (t0 + τn, t0 + ϑ + θn) (NERAWENSTWO
τn 6ϑ+θn SLEDUET IZ OPREDELENIQ FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ); 3) ESLI INTERWAL (t0 +αi, t0 +βi)
NE PERESEKAETSQ S OSTALXNYMI INTERWALAMI, NAHODQ]IMISQ W (t0 +α2, t0 +βn−1), TO ciξ0(t) < 0
PRI t ∈ (t0 + αi, t0 + βi) ; 4) ESLI INTERWALY (t0 + αi, t0 + βi) I (t0 + αi+1, t0 + βi+1) PERESE-
KA@TSQ, TO ciξ0(t) < 0 PRI t ∈ (t0 + αi, t0 + αi+1) I ci+1ξ0(t) < 0 PRI t ∈ (t0 + βi, t0 + βi+1).
w SILU DOKRITIˆNOSTI, FUNKCIQ ξ0(t) S UKAZANNYMI SWOJSTWAMI SU]ESTWUET. dEJSTWITELXNO,
MAKSIMALXNOE ˆISLO NULEJ ξ0(t) NA INTERWALE (t0 + α2, t0 + βn−1) NE PREWOSHODIT KOLIˆE-
STWA INTEGRALOW W S(w,ψ) (A IH n − 2 ) MINUS EDINICA (T. E. n − 3 ), KROME TOGO, DWA NULQ
MOVET POQWITXSQ W TOˆKAH t0 + τ1 I t0 + τn (NAPOMNIM, ˆTO NA INTERWALAH (t0, t0 + τ1) I

(t0 + τn, t0 +ϑ+ θn) FUNKCIQ ξ0(t) SOHRANQET ZNAK). sLEDOWATELXNO, ξ0(t) IMEET NE BOLEE n− 1
NULEJ, ˆTO DOPUSTIMO.

iZ POSTROENIQ ξ0(t) POLUˆAEM NERAWENSTWA I1(w,ψ0) 6 0, S(w,ψ0) 6 0, In(w,ψ0) 6 0. tAK
KAK S(w,ψ0) = 0, TO I1(w,ψ0) = S(w,ψ0) = In(w,ψ0) = 0. dALEE, IZ RAWENSTWA I1(w,ψ0) = 0
SLEDU@T RAWENSTWA ϑ = τ1 I u(t) = 1 PRI t ∈ (t0, t0 + τ1).

tEOREMA 2 DOKAZANA DLQ k = n . dOKAZATELXSTWO DLQ i = 2, . . . , n− 1 ANALOGIˆNO.
z AM E ˆ A N I E 2. pUSTX q0 = (t0, x0) ∈ N 1+n

+

⋃
N 1+n
− , x0(t), t06t6t0+τn(q0) — OPTIMALXNOE

RE[ENIE ZADAˆI BYSTRODEJSTWIQ, OTWEˆA@]EE NAˆALXNOJ TOˆKE q0, τ(q0) = (τ1(q0), . . . , τn(q0))
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— WEKTOR BYSTRODEJSTWIQ. tOGDA DLQ KAVDOGO k ∈ {1, . . . , n} I L@BOGO i ∈ {k, . . . , n} IME@T

MESTO RAWENSTWA τi(t0 + τk(q0), x0(t0 + τk(q0))) = τi(q0)− τk(q0).
3. dIFFERENCIRUEMOSTX WEKTORA BYSTRODEJSTWIQ. pUSTX τ(q) = (τ1(q), . . . , τn(q))

— WEKTOR BYSTRODEJSTWIQ SISTEMY (1). nAPOMNIM, ˆTO PROIZWODNOJ FUNKCII τi : N 1+k
+ →

R W TOˆKE q0 WDOLX NAPRAWLENIQ, ZADANNOGO WEKTOROM w ∈ Tq0N 1+k
+ , NAZYWAETSQ LINEJNOE

OTOBRAVENIE dτi(q0) : Tq0N 1+k
+ → R, OPREDELENNOE RAWENSTWOM dτi(q0)w

.= dτi(q(ε))/dε |ε=0, GDE

q(ε) — KLASS “KWIWALENTNOSTI GLADKIH KRIWYH q : (−1, 1) → N 1+k
+ , OBLADA@]IH SLEDU@]IMI

SWOJSTWAMI: q(0) = q0, dq(ε)/dε|ε=0 = w. aNALOGIˆNO OPREDELQETSQ PROIZWODNAQ dsτi, s > 2 :

dsτi(q0) (w1, . . . , ws)
.= dsτi(q(ε))/dεs |ε=0, (10)

GDE q : (−1, 1) → N 1+k
+ — KLASS “KWIWALENTNOSTI GLADKIH KRIWYH WIDA q(ε) = q0 + εw1 +

ε2w2/2! + · · · + εsws/s! + o(εs). fUNKCIQ q → τi(q) PRINADLEVIT KLASSU Cs NA MNOGOOBRAZII

N 1+k
+

⋃
N 1+k
− , ESLI DLQ WSQKOJ Cs -KRIWOJ q : (−1, 1) → N 1+k

+

⋃
N 1+k
− FUNKCIQ ε → τi(q(ε))

IZ KLASSA Cs. oTMETIM E]E, ˆTO PROSTRANSTWO Cs -FUNKCIJ q : (−1, 1) → N 1+k
+ , PROHODQ]IH

ˆEREZ TOˆKU q0 = q(0), ISˆERPYWAETSQ SLEDU@]IM NABOROM: q(ε) = (t(ε), x(p(ε)), GDE p(ε) =
(t(ε), τ(ε)) ∈M1+k — PROIZWOLXNAQ Cs -FUNKCIQ, PROHODQ]AQ ˆEREZ TOˆKU p0 = F−1(q0),

x(p(ε)) = −
n−1∑

i=n−k

(−1)i−n+k

t(ε)+τi+1(ε)∫
t(ε)+τi(ε)

X(t(ε), s)b(s) ds, τn−k = 0.

tE O R EM A 3. pUSTX SISTEMA (1) DOKRITIˆESKAQ I FUNKCII A : R → End(Rn), b : R → Rn,
PRINADLEVAT KLASSU Cr. tOGDA DLQ KAVDOGO k = 0, . . . , n FUNKCII τi : N 1+k

+

⋃
N 1+k
− → R,

i = 1, . . . , n, PRINADLEVAT KLASSU Cr+1. w ˆASTNOSTI, τi NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY NA

N 1+n
+

⋃
N 1+n
− r + 1 RAZ.

dOK A Z A T E L X S T W O. w RAZDELE 2 POKAZANO, ˆTO OTOBRAVENIE F−1 IZ N 1+n
+ W M1+k, 0 6

k6n, OBRATNOE K F (SM. (2)), QWLQETSQ DIFFEOMORFIZMOM KLASSA Cr+1. sLEDOWATELXNO, KRIWAQ
ε→ p(ε) = (t(ε), τ(q(ε))) ∈M1+k PREDSTAWLQET SOBOJ r+1 RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMU@

FUNKCI@ ARGUMENTA ε W TOˆKE ε = 0, OTKUDA, W SILU OPREDELENIQ (10), SLEDUET, ˆTO FUNKCIQ
q → τi(q) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA r + 1 RAZ W KAVDOJ TOˆKE q0 ∈ N 1+n

+ . pOWTORIW TE

VE RASSUVDENIQ DLQ MNOGOOBRAZIJ N 1+k
− , POLUˆIM UTWERVDENIE TEOREMY.

4. pOZICIONNOE UPRAWLENIE, OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ.
lEMMA 2. tOˆKA (t, x0(t)), x0(t) = x0(t, q0), q0 ∈ N n+1

+ , t0 6 t6 t0 + τn(q0) PRI DWIVENII

t → (t, x0(t)), OTWEˆA@]EM OPTIMALXNOMU PROCESSU (u0(·), τn(q0), x0(·)) ZADAˆI BYSTRODEJ-
STWIQ W NULX, WHODIT W KAVDOE MNOGOOBRAZIE N n−i

ν(i) , i = 0, . . . , n − 1, TRANSWERSALXNO (WME-
STO ν(i) NADO POSTAWITX ZNAK «MINUS», ESLI i — NULX ILI ˆETNOE ˆISLO I ZNAK «PL@S»,
ESLI i — NEˆETNOE ˆISLO).

dOK A Z A T E L X S T W O. dOKAVEM LEMMU DLQ i = 0. oBOZNAˆIM t1 = t0 + τ1(q0). nADO DO-
KAZATX, ˆTO WEKTOR v1 = col(1, ẋ0(t1)), KASATELXNYJ K DWIVENI@ t → (t, x0(t)) W TOˆKE q1 =
(t1, x0(t1)) ∈ N n

−, NE LEVIT W PROSTRANSTWE Tq1N n
−, KASATELXNOM K MNOGOOBRAZI@ N n

−.
pO TOˆKE q1 POSTROIM TOˆKU p1 = F−1(q1) ; ZDESX F−1 — FUNKCIQ, OBRATNAQ F (SM. (2),

GDE NADO POLOVITX k = n − 1 I «MINUS» PERED ZNAKOM SUMMY ZAMENITX NA «PL@S»). tOGDA
p1 = (t1, θ), GDE θ = (θ2, . . . , θn), PRIˆEM θi = τi(q0)− τ1(q0) (SM. ZAMEˆANIE 2). iZ POSTROENIQ
SLEDUET, ˆTO

x0(t1) = x(p1) =
n−1∑
i=1

(−1)i−1

t1+θi+1∫
t1+θi

X(t1, t)b(t) dt, θ1 = 0. (11)

tAKIM OBRAZOM, WEKTOR SKOROSTI v1 W TOˆKE q1 RAWEN col(1, A(t1)x(p1)+b(t1)). dALEE, S UˆETOM
(11) I RAWENSTWA (3) (W KOTOROM NADO WNESTI PONQTNYE IZMENENIQMI, SWQZANNYE S ZAMENOJ

MNOGOOBRAZIQ N 1+k
+ NA MNOGOOBRAZIE N n

− ) NESLOVNO UBEDITXSQ, ˆTO WEKTORY

l1(q1) = col(1, A(t1)x(p1)− b(t1)), li(q1) = col(0, X(t1, t1 + θi)b(t1 + θi)), i = 2, . . . , n,

OBRAZU@T BAZIS W Tq1N n
−.
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eSLI WEKTOR v1 LEVIT W PROSTRANSTWE Tq1N n
−, TO NAJDUTSQ KONSTANTY c1, . . . , cn, NE RAWNYE

NUL@ ODNOWREMENNO, TAKIE, ˆTO v1 = c1l1(p1) + · · ·+ cnln(p1). sLEDOWATELXNO c1 = 1 I PO“TOMU

2b(t1) = c2X(t1, t1+θ2)b(t1+θ2)+· · ·+cnX(t1, t1+θn)b(t1+θn). pROWEDQ RASSUVDENIQ, BLIZKIE K
DOKAZATELXSTWU SWOJSTWA 3 RABOTY [2], UBEVDAEMSQ, ˆTO LINEJNAQ ZAWISIMOSTX WEKTOROW X(t0+
τ1, t0 + τi)b(t0 + τi), 1 6 i 6 n, PROTIWOREˆIT USLOWI@ τn(q0) < σ(t0). lEMMA 2 DOKAZANA.

pUSTX FUNKCIQ q → u(q), GDE q
.= (t, x), OPREDELENA NA WNUTRENNOSTI RAS[IRENNOGO MNO-

VESTWA UPRAWLQEMOSTI D, PRINIMAET ZNAˆENIQ W U = [−1,+1] I SUPERPOZICIONNO IZMERIMA.
C-RE[ENIEM (RE[ENIEM W SMYSLE kARATEODORI) SISTEMY URAWNENIJ

ẋ = A(t)x+ b(t)u(t, x), (12)

NAZYWAETSQ WSQKAQ ABSOL@TNO-NEPRERYWNAQ FUNKCIQ t → x(t), UDOWLETWORQ@]AQ PRI WSEH t

RAWENSTWU x(t) = X(t, t0)x(t0) +
t∫

t0

X(t, s)b(s)u(s, x(s))ds, GDE t0 — PROIZWOLXNYJ FIKSIRO-

WANNYJ MOMENT WREMENI. oSNOWNYM NEDOSTATKOM C-RE[ENIJ QWLQETSQ IH SILXNAQ ˆUWSTWI-
TELXNOSTX K IZMENENIQM FUNKCII u(q) NA MNOVESTWAH MERY NULX. —TOGO NEDOSTATKA LI[ENY
F -RE[ENIQ (RE[ENIQ W SMYSLE a.f. fILIPPOWA [8, c. 40]). kROME TOGO, F -RE[ENIQ NAIBOLEE
PRISPOSOBLENY DLQ OPISANIQ PRIKLADNYH ZADAˆAH, DOPUSKA@]IH MODELIROWANIE S POMO]X@

DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ S RAZRYWNYMI PO FAZOWYM KOORDINATAM PRAWYMI ˆASTQMI.
dLQ OPREDELENIQ RE[ENIJ W SMYSLE fILIPPOWA POSTROIM MNOGOZNAˆNU@ FUNKCI@

q → F(q) .=
⋂
ε>0

⋂
mes µ=0

conv u(Oε(q) \ µ), q ∈ int D, (13)

GDE Oε(q) — ε -OKRESTNOSTX TOˆKI q, µ — PROIZWOLXNOE MNOVESTWO W R1+n, MERA lEBEGA
mesµ KOTOROGO RAWNA NUL@, convQ — ZAMYKANIE WYPUKLOJ OBOLOˆKI MNOVESTWA Q. F -RE-
[ENIEM SISTEMY (12) NAZYWAETSQ WSQKAQ ABSOL@TNO-NEPRERYWNAQ FUNKCIQ t → x(t), UDOWLE-
TWORQ@]AQ PRI POˆTI WSEH t DIFFERENCIALXNOMU WKL@ˆENI@ ẋ ∈ A(t)x+ b(t)F(t, x).

sUPERPOZICIONNO IZMERIMU@ FUNKCI@ uC : D → U BUDEM NAZYWATX OPTIMALXNYM W SMY-
SLE BYSTRODEJSTWIQ POZICIONNYM C-UPRAWLENIEM (KRATKO OPTIMALXNYM C-UPRAWLENIEM), ES-
LI DLQ L@BOJ TOˆKI q0 ∈ int D, C-RE[ENIE x(t, q0) ZADAˆI

ẋ = A(t)x+ b(t)u, x(t0) = x0, (14)

PRI u = uC(q), SU]ESTWUET NA POLUOSI [t0,∞), EDINSTWENNO, OBRA]AETSQ W NULX W TOˆKE

t = t0 + τn(q0) I x(t, q0) ≡ 0 DLQ t > t0 + τn(q0).
aNALOGIˆNO OPREDELQETSQ OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ POZICIONNOE F -UPRAW-

LENIE (SOKRA]ENNO OPTIMALXNOE F -UPRAWLENIE). w “TOM SLUˆAE FUNKCIQ q → uF (q) DOLVNA

BYTX OPREDELENA DLQ POˆTI WSEH (W SMYSLE MERY lEBEGA W R1+n ) TOˆEK q ∈ int D I OBES-
PEˆIWATX SLEDU@]EE SWOJSTWO: KAVDOMU q0 ∈ int D OTWEˆAET EDINSTWENNOE F -RE[ENIE x(t, q0)
ZADAˆI (14) S UPRAWLENIEM u = uF (q) I x(t, q0) ≡ 0 DLQ t>t0+τn(q0). pODˆERKNEM E]E RAZ, ˆTO
W SILU OPREDELENIQ F -RE[ENIJ, DLQ POSTROENIQ OPTIMALXNOGO F -UPRAWLENIQ NET NEOBHODIMO-
STI OPREDELQTX uF (q) W KAVDOJ TOˆKE WNUTRENNOSTI RAS[IRENNOGO MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI

D ; DOSTATOˆNO POSTROITX uF (q) NA MNOVESTWE POLNOJ MERY.
iZWESTNY PRIMERY (SM., NAPRIMER, [9], [10]) SLEDU@]EGO ANOMALXNOGO POWEDENIQ LINEJNYH

UPRAWLQEMYH SISTEM: OPTIMALXNOE C-UPRAWLENIE SU]ESTWUET I EDINSTWENNO, NO OPTIMALXNOE
F -UPRAWLENIE OTSUTSTWUET. —TOT “FFEKT WOZNIKAET (DAVE DLQ LINEJNYH STACIONARNYH SI-
STEM) W TOM SLUˆAE, KOGDA OPTIMALXNOE C-UPRAWLENIE (KOTOROE ODNOZNAˆNO NAHODITSQ IZ PRIN-
CIPA MAKSIMUMA l. s. pONTRQGINA) OPREDELQET NA POWERHNOSTQH RAZRYWA (IME@]IH NULEWU@
MERU lEBEGA) WEKTOR SKOROSTI, NE SOWPADA@]IJ S WEKTOROM SKOROSTI, ZADAWAEMOM KONSTRUKCI-
EJ fILIPPOWA (13).

tE O R EM A 4. pUSTX SISTEMA (1) DOKRITIˆESKAQ. tOGDA FUNKCIQ

uC(q) =

{
±1, ESLI q ∈ N 1+k

± PRI NEKOTOROM k ∈ {1, . . . , n}
0, ESLI k = 0

(15)

DOSTAWLQET OPTIMALXNOE C-UPRAWLENIE, A FUNKCIQ

82



uF (q) = ±1, ESLI q ∈ N 1+n
± , q ∈ int D (16)

— OPTIMALXNOE F -UPRAWLENIE.
dOK A Z A T E L X S T W O TEOREMY 4 RAZOBXEM NA NESKOLXKO PUNKTOW.
a. pUSTX q0 ∈ int D. pREDPOLOVIM DLQ OPREDELENNOSTI, ˆTO q0 ∈ N 1+k

+ PRI NEKOTOROM

k ∈ {1, . . . , n} (ESLI k = 0, TO x(t, q0) ≡ 0 ). pO TOˆKE q0 POSTROIM TOˆKU p0 = (t0, τ), GDE WEK-
TOR τ = (τn−k+1, . . . , τn), τi = τi(q0), ZADAET MOMENTY PEREKL@ˆENIJ PROGRAMMNOGO UPRAWLE-
NIQ u0(t), OPTIMALXNOGO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ. uPRAWLENI@ u0(t) OTWEˆAET OPTIMALXNOE

RE[ENIE x0(t) ZADAˆI (14) PRI u = u0(t) , PRIˆEM (SM. (2))

x0 = x0(t0) = −
n−1∑

i=n−k

(−1)i−n+k

t0+τi+1∫
t0+τi

X(t0, s)b(s) ds, τn−k = 0.

b. pOKAVEM, ˆTO C-RE[ENIE x(t, q0) ZADAˆI (14) PRI u = uC(q) SU]ESTWUET, EDINSTWENNO I
SOWPADAET (PRI POˆTI WSEH t ) c RE[ENIEM x0(t). tAK KAK q0 ∈ N 1+k

+ , TO uC(q0) = 1, I WEKTOR
SKOROSTI v+(q) .= col(1, A(t)x + b(t)uC(q)) PRI q = q0 NAHODITSQ W PROSTRANSTWE Tq0N 1+k

+

KASATELXNOM K N 1+k
+ W TOˆKE q0. pRI t BLIZKIH K t0 WKL@ˆENIE v+(q(t)) ∈ Tq(t)N 1+k

+ , GDE

q(t) = (t, x(t, q0)), SOHRANQETSQ (TAK KAK N 1+k
+ — MNOGOOBRAZIE BEZ KRAQ), PO“TOMU C-RE[ENIE

x(t, q0) PRI t BLIZKIH K t0 SU]ESTWUET, EDINSTWENNO, SOWPADAET S x0(t) I

x(t, q0) =

t∫
t0

X(t, s)b(s)ds−
t0+τn−k+1∫

t0

X(t, s)b(s)ds+
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k+1

t0+τi+1∫
t0+τi

X(t, s)b(s)ds. (17)

iZ (17) SLEDUET, ˆTO WKL@ˆENIE v+(q(t)) ∈ Tq(t)N 1+k
+ IMEET MESTO PRI WSEH t ∈ I1

.= [t0, t1),
GDE t1 = t0 + τn−k+1, PO“TOMU x(t, q0) ∈ N k

+(t) PRI t ∈ I1. oTMETIM DALEE, ˆTO v−(q(t)) .=
col(1, A(t)x − b(t)) /∈ Tq(t)N 1+k

+ , t ∈ I1 (SM. LEMMU 2). w MOMENT WREMENI t = t1 KARTINA

MENQETSQ: v+(q(t1)) /∈ Tq(t1)N 1+k
+ , A WEKTOR v−(q(t1)) KASAETSQ MNOGOOBRAZIQ N k

− (QWLQ@]EGOSQ
KRAEM MNOGOOBRAZIQ clN 1+k

+ ). pO“TOMU C-RE[ENIE x(t, q0) W MOMENT WREMENI t1 POKIDAET

MNOGOOBRAZIE N k
+(t) I PEREHODIT NA MNOGOOBRAZIE N k−1

− (t1). dEJSTWITELXNO, IZ (17) IMEEM

x(t1, q0) = +
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k+1

t1+θi+1∫
t1+θi

X(t1, t)b(t) dt,

GDE θi = τi − τn−k+1, i = n − k + 1, . . . , n, PO“TOMU x(t1, q0) ∈ N k−1
− (t1) I SLEDOWATELXNO,

q(t1) ∈ N k
−. pOSKOLXKU DLQ WSEH t BLIZKIH K t1 I UDOWLETWORQ@]IH NERAWENSTWU t > t1,

IMEET MESTO WKL@ˆENIE v−(q(t)) ∈ Tq(t)N k
− (SM. (15)), TO x(t, q0) NEKOTOROE WREMQ OSTAETSQ

NA MNOGOOBRAZII N k
− I PO“TOMU QWLQETSQ KLASSIˆESKIM RE[ENIEM SISTEMY ẋ = A(t)x − b(t).

pOTERI EDINSTWENNOSTI W TOˆKE t1 NE PROISHODIT, POSKOLXKU C-RE[ENIE x(t, q0) ODNOZNAˆNO

«S[IWAETSQ» IZ DWUH KLASSIˆESKIH RE[ENIJ. tAKIM OBRAZOM, C-RE[ENIE x(t, q0) SOWPADAET S

x0(t) PRI t ∈ [t0, t2), GDE t2 = t1 + θn−k+2 = t0 + τn−k+1.
iZ PRIWEDENNYH RASSUVDENIJ SLEDUET, ˆTO C-RE[ENIE SU]ESTWUET, EDINSTWENNO I OBRA]A-

ETSQ W NULX PRI DOSTATOˆNO BOLX[IH t (PRI t = t0 + τn(q0) ).
pOSTROIM FUNKCI@ u1(t) = uC(t, x(t, q0)), GDE x(t, q0) — C-RE[ENIE. fUNKCIQ u1(t) PRI-

NIMAET DWA ZNAˆENIQ ( +1 ILI −1 ), IMEET PEREKL@ˆENIQ TOLXKO W TOˆKAH t = t0 + τi(q0),
i = n − k + 1, . . . , n I RE[ENIE x1(t) ZADAˆI (14) PRI u = u1(t) SOWPADAET S C-RE[ENIEM
x(t, q0). sLEDOWATELXNO, u1(t) — PROGRAMMNOE UPRAWLENIE, OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRO-
DEJSTWIQ DLQ ZADAˆI (14). pO“TOMU, W SILU EDINSTWENNOSTI OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ, IME@T
MESTO RAWENSTWA u1(t) = u0(t), x1(t) = x0(t). pO“TOMU uC(q) — OPTIMALXNOE C-UPRAWLENIE.

w. pOKAVEM, ˆTO WSQKOE F -RE[ENIE SISTEMY ẋ = A(t)x + b(t)uF (t, x), GDE uF (q) OPREDE-
LENO RAWENSTWOM (16), QWLQETSQ C-RE[ENIEM SISTEMY ẋ = A(t)x + b(t)uC(t, x). s “TOJ CELX@

POSTROIM DLQ uF (q) MNOGOZNAˆNU@ FUNKCI@ q → F(q), OPREDELENNU@ RAWENSTWOM (13). lEGKO
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UBEDITXSQ, ˆTO F(q) = 1, ESLI q ∈ N 1+n
+ , F(q) = −1, ESLI q ∈ N 1+n

− I F(q) = [−1, 1], ESLI
q ∈ S, GDE S = D \ (N 1+n

+

⋃
N 1+n
− ) (OTMETIM, ˆTO mesS = 0 ). eSLI q0 ∈ N 1+n

+

⋃
N 1+n
− , TO

F -RE[ENIE SOWPADAET S C-RE[ENIEM PRI WSEH t ∈ [t0, t1).
pUSTX q0 ∈ S (DLQ OPREDELENNOSTI BUDEM SˆITATX, ˆTO q0 ∈ N 1+k

+ PRI NEKOTOROM k =
0, . . . , n − 1 ). tOGDA, SOGLASNO (13), WEKTOR SKOROSTI NAPRAWLQ@]IJ DWIVENIE t → q(t) W TOˆ-
KE t0, ODNOWREMENNO NAHODITSQ W MNOVESTWE V (q0)

.= col(1, A(t0)x0 + b(t0)U) I KASATELXNOM

PROSTRANSTWE Tq0N 1+k
+ . pOKAVEM, ˆTO TOLXKO ODIN WEKTOR v+(q0) = col(1, A(t0)x0 + b(t0)) SO-

DERVITSQ W PERESEˆENII V (q0)
⋂
Tq0N 1+k

+ . dEJSTWITELXNO, ESLI PRI NEKOTOROM λ ∈ [−1, 1),
WEKTOR vλ(q0) = col(1, A(t0)x0 +b(t0)λ) LEVIT W Tq0N 1+k

+ , TO vλ(q0) MOVNO RAZLOVITX PO BAZI-
SU l1(q0), li(q0), i = n−k+1, . . . , n, KASATELXNOGO PROSTRANSTWA Tq0N 1+k

+ (SM. DOKAZATELXSTWO
LEMMY 2). tOGDA, PROWEDQ RASSUVDENIQ, ANALOGIˆNYE DOKAZATELXSTWU SWOJSTWA 3 RABOTY [2],
POLUˆIM PROTIWOREˆIE S USLOWIEM τn(q0) < σ(t0).

tAKIM OBRAZOM, WEKTOR SKOROSTI F -RE[ENIQ W L@BOJ TOˆKE q0 ∈ N 1+k
+ SOWPADAET S WEKTO-

ROM SKOROSTI C-RE[ENIQ, PO“TOMU F -RE[ENIE SOWPADAET S C-RE[ENIEM. tEOREMA DOKAZANA.
pRIM E ˆ A N I E. pOSLE TOGO, KAK “TA RABOTA BYLA PODGOTOWLENA K PEˆATI, WY[LA STATXQ

—.g. aLXBREHTA I e.a. eRMOLENKO [11], POSWQ]ËNNAQ ZADAˆE SINTEZA OPTIMALXNOGO PO BYSTRO-
DEJSTWI@ UPRAWLENIQ DLQ SISTEMY (1). w NEJ IZUˆAETSQ WOZMOVNOSTX SINTEZA PRI NESKOLXKO

BOLEE SLABYH USLOWIQH, ˆEM W NA[EJ STATXE (WMESTO DOKRITIˆNOSTI PREDPOLAGAETSQ NEWYRO-
VDENNOSTX), NO IMENNO W SLUˆAE DOKRITIˆNOSTI SISTEMY (1) UDAËTSQ POLNOSTX@ RE[ITX WOPROS

O GLADKOSTI FUNKCII BYSTRODEJSTWIQ I KORREKTNO POSTROITX POZICIONNOE UPRAWLENIE.
rABOTA FINANSIRUETSQ rOSSIJSKIM fONDOM fUNDAMENTALXNYH iSSLEDOWANIJ (GRANT

97 — 01 — 00413) I KONKURSNYM CENTROM uDMURTSKOGO UNIWERSITETA (GRANT 97 — 04)
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