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˜islennaq ocenka

interwala dokriti˜nosti

w NEKOTORYH PRILOVENIQH MATEMATIˆESKOJ FIZIKI I TEORII OPTI-
MALXNOGO UPRAWLENIQ ISPOLXZUETSQ PONQTIE ˆEBY[EWSKOJ SISTEMY SOWO-
KUPNOSTI SKALQRNYH FUNKCIJ, NEPRERYWNYH I OGRANIˆENNYH NA NEKO-
TOROM INTERWALE J . pRI “TOM WOZNIKAET ZADAˆA NAHOVDENIQ TAKOGO IN-
TERWALA MAKSIMALXNOJ DLINY (INTERWALA DOKRITIˆNOSTI), NA KOTOROM
DANNAQ SISTEMA FUNKCIJ OSTAETSQ ˆEBY[EWSKOJ. w “TOJ STATXE POSTROEN

ˆISLENNYJ ALGORITM OCENKI DLINY INTERWALA DOKRITIˆNOSTI.
sOWOKUPNOSTX NEPRERYWNYH OGRANIˆENNYH FUNKCIJ

ξ1(t), . . . , ξn(t) (1)

NAZYWAETSQ ˆEBY[EWSKOJ SISTEMOJ (T-SISTEMOJ) NA NEKOTOROM INTER-
WALE [t0, t0 + σ), ESLI WSQKAQ NETRIWIALXNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ “TIH

FUNKCIJ IMEET NA [t0, t0 + σ) NE BOLEE n − 1 GEOMETRIˆESKI RAZLIˆNYH

(T.E. BEZ UˆETA KRATNOSTEJ) NULEJ.
oSNOWNOE SWOJSTWO ˆEBY[EWSKIH SISTEM IZWESTNO POD NAZWANIEM TE-

OREMY s.n. bERN[TEJNA [1, s.53]: ESLI SOWOKUPNOSTX (1) QWLQETSQ T -
SISTEMOJ NA [t0, t0+σ), TO DLQ L@BOGO NABORA TOˆEK t1, . . . , tn−1 TAKIH,
ˆTO t0 6 t1 < t2 < · · · < tn−1 < t0 + σ, NAJDETSQ LINEJNAQ KOMBINACIQ

FUNKCIJ (1), IME@]AQ PROSTYE NULI W TOˆKAH ti I NE IME@]AQ DRUGIH

NULEJ NA [t0, t0 + σ).
kROME TOGO, SOWOKUPNOSTX (1) QWLQETSQ T -SISTEMOJ NA [t0, t0+σ) W TOM

I TOLXKO W TOM SLUˆAE, ESLI DLQ L@BOGO NABORA TOˆEK t1, . . . , tn TAKIH,
ˆTO t0 6 t1 < t2 < · · · < tn < t0 +σ, OPREDELITELX det(ξi(tj))n

i,j=1 OTLIˆEN

OT NULQ (SM. [1, s.51]).
oBOZNAˆIM ˆEREZ σ(t0) TOˆNU@ WERHN@@ GRANX TAKIH σ > 0, ˆTO NA

POLUINTERWALE [t0, t0 + σ) SOWOKUPNOSTX FUNKCIJ (1) QWLQETSQ ˆEBY[EW-
SKOJ SISTEMOJ. iNTERWAL [t0, t0 + σ(t0)) BUDET NAZYWATXSQ INTERWALOM

DOKRITIˆNOSTI. pROSTYE PRIMERY POKAZYWA@T, ˆTO FUNKCIQ t → σ(t)
(PRINIMA@]AQ NEOTRICATELXNYE KONEˆNYE ZNAˆENIQ ILI +∞) MOVET

BYTX RAZRYWNOJ. kROME TOGO, WERNA SLEDU@]AQ LEMMA.
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l E M M A 1. eSLI t0 — TOˆKA RAZRYWA FUNKCII σ(t), TO W “TOJ

TOˆKE WYPOLNENY NERAWENSTWA

σ(t0 − 0) 6 σ(t0) I σ(t0) 6 σ(t0 + 0).

d O K A Z A T E L X S T W O. dOKAVEM WTOROE NERAWENSTWO. pREDPOLO-
VIM OBRATNOE, T.E. σ(t0) > σ(t0 + 0), I ZAPI[EM “TO NERAWENSTWO SLE-
DU@]IM OBRAZOM: σ(t0) = σ(t0 + 0) − σ̂, GDE σ̂ > 0 — WELIˆINA PRED-
POLAGAEMOGO ÆPADENIQŒ FUNKCII σ(t) PRI RAZRYWE W TOˆKE t0 (T.E.
σ̂ = lim

t→t0+0
(σ(t) − σ(t0)). w “TOM SLUˆAE DLQ NEKOTOROGO ε > 0, ε < σ̂

SU]ESTWUET NETRIWIALXNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ FUNKCIJ (1), IME@]AQ
n NULEJ NA OTREZKE [t0 + ε, t0 + σ(t0) − σ̂ + ε], ˆTO W SWO@ OˆEREDX PRO-
TIWOREˆIT TOMU, ˆTO WSQKAQ NETRIWIALXNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ FUNK-
CIJ (1) IMEET NA [t0, t0 + σ(t0)) NE BOLEE n − 1 NULEJ, POSKOLXKU OTREZOK
[t0 + ε, t0 +σ(t0)− σ̂− ε] CELIKOM LEVIT WNUTRI INTERWALA [t0, t0 +σ(t0)).
sLEDOWATELXNO, σ̂ 6 0. dOKAZATELXSTWO PERWOGO NERAWENSTWA ANALOGIˆNO
DOKAZATELXSTWU WTOROGO S TOJ LI[X RAZNICEJ, ˆTO WMESTO PREDELA SPRAWA
NUVNO WZQTX PREDEL SLEWA. lEMMA DOKAZANA.

p R I M E R 1. nA RIS. 1 IZOBRAVEN GRAFIK FUNKCII t → σ(t), POLU-
ˆENNYJ ˆISLENNO DLQ SISTEMY FUNKCIJ ξ1(t) = 1, ξ2(t) = cos(t). —TOT
PRIMER ILL@STRIRUET TOT SLUˆAJ, KOGDA σ(t0 − 0) < σ(t0), A IMENNO:
σ(kπ − 0) = 0, σ(kπ) = π DLQ L@BOGO CELOGO k.

p R I M E R 2. nA RIS. 2 IZOBRAVEN GRAFIK FUNKCII t→ σ(t) DLQ SI-
STEMY FUNKCIJ ξ1(t) = et−1, ξ2(t) = sin(t2). —TOT PRIMER ILL@STRIRUET
TOT SLUˆAJ, KOGDA σ(t0 − 0) = σ(t0) W TOˆKE RAZRYWA t0 = 0.

pUSTX DLQ NEKOTOROJ SISTEMY FUNKCIJ (1) I NEKOTOROGO t0 WYPOL-
NENO σ(t0) < ∞. nE UMENX[AQ OB]NOSTI, MOVNO SˆITATX, ˆTO W KAVDOJ
LINEJNOJ KOMBINACII

ξ(t) .= c1ξ1(t) + · · ·+ cnξn(t) (2)

MNOVITELI {c1, . . . , cn} OBLADA@T TEM SWOJSTWOM, ˆTO

| col(c1, . . . , cn)| = 1,

POSKOLXKU NORMIROWANIE WEKTORA c
.= col(c1, . . . , cn) NE WLIQET NA RAS-

POLOVENIE NULEJ LINEJNOJ KOMBINACII (2). tAKIM OBRAZOM, c ∈ Sn−1

I W SILU KOMPAKTNOSTI MNOVESTWA Sn−1 I LINEJNOSTI ξ(t) PO c MOVNO
POSTROITX SHODQ]U@SQ POSLEDOWATELXNOSTX {ci}∞i=1 TAKU@, ˆTO SOOTWET-
STWU@]AQ EJ POSLEDOWATELXNOSTX LINEJNYH KOMBINACIJ (KOTORAQ BUDET
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OBOZNAˆENA KAK {ξ(t; ci)}∞i=1) OBLADAET SLEDU@]IM SWOJSTWOM (ZDESX ˆE-
REZ φn(ξ(t)) OBOZNAˆEN n-J NULX FUNKCII ξ(t)):

lim
i→∞

φn(ξ(t; ci)) = t0 + σ(t0).

sOOTWETSTWU@]IJ PREDEL ξ̂(t) .= lim
i→∞

ξ(t; ci) BUDET NAZYWATXSQ MINI-

MALXNOJ LINEJNOJ KOMBINACIEJ FUNKCIJ (1).
oPISYWAEMYJ NIVE WYˆISLITELXNYJ PROCESS PREDSTAWLQET SOBOJ PO-

ISK MINIMALXNOJ LINEJNOJ KOMBINACII n NEPRERYWNYH FUNKCIJ (1).
sTROGO GOWORQ, POWEDENIE LINEJNYH KOMBINACIJ ξ(t) FUNKCIJ (1)

NEOBHODIMO ISSLEDOWATX NA POLUOSI [t0,+∞), NO “TO NEWOZMOVNO W SILU
OGRANIˆENNOSTI WYˆISLITELXNYH RESURSOW. pO“TOMU WSE ISSLEDOWANIQ

PROIZWODQTSQ NA ISPYTATELXNOM OTREZKE [t0, t0 + T ], GDE T — NEKOTO-
RAQ NAPERED ZADANNAQ KONSTANTA, QWLQ@]AQSQ PARAMETROM METODA. eS-
LI NI ODNA LINEJNAQ KOMBINACIQ FUNKCIJ ξ1(t), . . . , ξn(t) (POLUˆAEMAQ
ˆISLENNO) NE IMEET n NULEJ NA OTREZKE [t0, t0 + T ], TO POLAGAETSQ, ˆTO
σ(t0) > T .

1. rAZOBXEM ISPYTATELXNYJ OTREZOK NA N − 1 ˆASTEJ, GDE N — E]E

ODIN PARAMETR METODA. w REZULXTATE “TOGO RAZBIENIQ BUDUT POLUˆENY

TOˆKI t0, t1, . . . , tN−1, GDE tN−1 = t0+T . wSE ZNAˆENIQ ISSLEDUEMYH FUNK-
CIJ ξ1(t), . . . , ξn(t) I IH LINEJNYH KOMBINACIJ BUDUT WYˆISLQTXSQ W “TIH
N TOˆKAH.

kAK BYLO POKAZANO, WSE WOZMOVNYE LINEJNYE KOMBINACII FUNKCIJ

(1) MOGUT BYTX NORMIROWANY TAKIM OBRAZOM, ˆTO | col(c1, . . . , cn)| = 1,
I NABORY MNOVITELEJ {c1, . . . , cn} DOSTATOˆNO WYBIRATX TAKIM OBRAZOM,
ˆTO c ∈ Sn−1 (ZDESX, KAK I RANEE, c = col(c1, . . . , cn)). bOLEE TOGO, WMESTO
SFERY Sn−1 DOSTATOˆNO OGRANIˆITXSQ EË POLUSFEROJ, KOTORAQ BUDET OBO-
ZNAˆATXSQ Sn−1

+ , POSKOLXKU LINEJNYE KOMBINACII, POLUˆAEMYE NA WTOROJ
POLUSFERE Sn−1

− , BUDUT OTLIˆATXSQ LI[X ZNAKOM.
2. pUSTX r1, . . . , rn PROIZWOLXNYJ NORMIROWANNYJ BAZIS W Rn. bUDEM

POLAGATX

s2 = r1 sin θ1 + r2 cos θ1
s3 = s2 sin θ2 + r3 cos θ2
· · ·

sn = sn−1 sin θn−1 + rn cos θn−1

c =
sn

|sn|
,
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GDE 0 6 θi < π, i = 1, . . . , n − 1. uGLY θ1, . . . , θn−1 PREDSTAWLQ@T SO-
BOJ KOORDINATY WEKTORA c W SFERIˆESKOJ KOORDINATNOJ SISTEME, ZADAN-
NOJ NA Sn−1

+ . oRTOGONALXNOSTX BAZISA r1, . . . , rn NE TREBUETSQ, POSKOLX-
KU (S TOˆKI ZRENIQ OPTIMALXNOSTI ALGORITMA) PRO]E NORMIROWATX WEK-
TOR sn. wWEDQ E]E ODIN PARAMETR METODA M , RAZOBXEM OTREZOK [0, π]
NA M + 1 ˆASTEJ I BUDEM PROIZWODITX WYˆISLENIQ ξ(t) DLQ KAVDOGO

θi = 2kiπ
M+1 , ki = 0, . . . ,M − 1, i = 1, . . . , n − 1. tAKIM OBRAZOM, NA PO-

LUSFERE Sn−1
+ ZADANO Mn−1 RAZLIˆNYH TOˆEK c, DLQ KAVDOJ IZ KOTORYH

NEOBHODIMO WYˆISLITX LINEJNU@ KOMBINACI@ ξ(t) = c1ξ1(t)+· · ·+cnξn(t)
W KAVDOJ IZ N TOˆEK OTREZKA [t0, t0 + T ]. sREDI POLUˆENNYH FUNKCIJ

ξ(t) WYBEREM TU, KOTORAQ IMEET BLIVAJ[IJ n-J NULX NA [t0, t0 + T ], ESLI
TAKOWOJ IMEETSQ (WEKTOR c, SOOTWETSTWU@]IJ WYBRANNOJ LINEJNOJ KOM-
BINACII BUDET OBOZNAˆATXSQ c). w PROTIWNOM SLUˆAE POLAGAEM σ(t0) > T
I ZAKANˆIWAEM PROCESS.

z A M E ˆ A N I E 1. nA WTOROM “TAPE NEOBHODIMO PROIZWESTI WYˆIS-
LENIE ZNAˆENIJ FUNKCIJ ξ(t) W N ·Mn−1 TOˆKAH. rAZUMEETSQ, PRI BOLX-
[IH n PREDLAGAEMYJ METOD PRIWEDET K OGROMNYM WYˆISLITELXNYM ZA-
TRATAM I, WOOB]E GOWORQ, NE MOVET BYTX PRIMENIM DLQ ÆPROMY[LEN-
NOGOŒ ISPOLXZOWANIQ (PO KRAJNEJ MERE, PRI NYNE[NEM UROWNE RAZWITIQ

WYˆISLITELXNOJ TEHNIKI). nO W ISSLEDOWATELXSKIH I DEMONSTRACIONNYH
CELQH “TOT METOD DAET PRIEMLEMYE REZULXTATY. nAPRIMER, AWTORU UDA-
LOSX WYˆISLITX σ(t0) DLQ SISTEMY PQTI FUNKCIJ (1) ZA NESKOLXKO ˆASOW
(WSE WYˆISLENIQ, REZULXTATY KOTORYH PRIWODQTSQ W “TOJ STATXE, PROIZ-
WEDENY S ISPOLXZOWANIEM PERSONALXNOGO KOMPX@TERA, OSNA]ENNOGO PRO-
CESSOROM Pentium S TAKTOWOJ ˆASTOTOJ 133 MHz).

pREVDE ˆEM PRODOLVITX OPISANIE ALGORITMA, RASSMOTRIM PRIMERY

TOGO, KAKOJ WID IME@T LINEJNYE KOMBINACII ξ(t), POLUˆAEMYE NA WTOROM
“TAPE ALGORITMA.

p R I M E R 3. nA RIS. 3 POSTROENA MINIMALXNAQ LINEJNAQ KOMBINA-
CIQ ξ(t) FUNKCIJ ξ1(t) = 1, ξ2(t) = t2, WYˆISLENNAQ PRI SLEDU@]IH

PARAMETRAH ALGORITMA: t0 = −1, T = 1.3, N = 500, M = 1000.
p R I M E R 4. nA RIS. 4 POSTROENA MINIMALXNAQ LINEJNAQ KOMBINA-

CIQ ξ(t) FUNKCIJ ξ1(t) = t, ξ2(t) = sin(t), ξ3(t) = cos(t) PRI t0 = −1, T =
1.8, N = 500, M = 1000.

—TI PROSTYE PRIMERY ILL@STRIRU@T ODNU WAVNU@ OSOBENNOSTX MI-
NIMALXNYH LINEJNYH KOMBINACIJ — WOZMOVNY SITUACII, KOGDA KORNI
MINIMALXNOJ LINEJNOJ KOMBINACII ξ(t) (POLUˆENNOJ ˆISLENNO) ÆBLIZ-
KIŒ DRUG K DRUGU, ˆTO W PREDELE PRIWODIT K POQWLENI@ ODNOGO KORNQ

KRATNOSTI WY[E ˆEM EDINICA. oKAZYWAETSQ (“TOT FAKT NE FIKSIRUET-
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SQ W “TOJ STATXE), ˆTO TAKAQ SITUACIQ TIPIˆNA DLQ TEH SLUˆAEW, KO-
GDA FUNKCII ξ1(t), . . . , ξn(t) PREDSTAWLQ@T SOBOJ RE[ENIQ OBYKNOWENNOGO
DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ ILI KWAZIDIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ

n-GO PORQDKA. zDESX VE WAVNO, ˆTO TAKIE SLUˆAI WOZMOVNY, I “TO SU]E-
STWENNO USLOVNQET ˆISLENNU@ OCENKU FUNKCII σ(t). w SAMOM DELE, KAK
WIDNO IZ “TIH RISUNKOW, NEBOLX[OE IZMENENIE MNOVITELEJ {c1, . . . , cn}
(ILI, DRUGIMI SLOWAMI, NEBOLX[OJ SDWIG WEKTORA c NA POLUSFERE Sn−1

+ )
PRIWODIT K SILXNOMU SDWIGU n-GO KORNQ FUNKCII ξ(t) I DAVE K ISˆEZ-
NOWENI@ “TOGO KORNQ, ˆTO WYGLQDIT NA RISUNKE KAK OTRYW GRAFIKA ξ(t)
OT OSI ABSCISS. dLQ PODAWLENIQ “TOGO “FFEKTA SLUVAT SLEDU@]IE DWA

“TAPA ALGORITMA.
3. wEKTORU c, POLUˆENNOMU NA WTOROM “TAPE ALGORITMA, SOOTWETSTWU-

@T SFERIˆESKIE KOORDINATY θ1, . . . , θn−1. wWEDEM E]E ODIN PARAMETR

METODA M2 I POWTORIM PROCEDURU, OPISANNU@ WO WTOROM “TAPE, NO NE NA
WSEJ POLUSFERE, A NA TOM EË UˆASTKE, KOTORYJ OGRANIˆEN KWADRATOM (W
SFERIˆESKIH KOORDINATAH)[

θ1 −
π

M − 1
, θ1 +

π

M − 1

]
× · · · ×

[
θn−1 −

π

M − 1
, θn−1 +

π

M − 1

]
S ZAMENOJ PARAMETRA M NA M2. —TOT PRIEM POZWOLQET POLUˆITX BOLEE

BLIZKU@ K MINIMALXNOJ LINEJNU@ KOMBINACI@ ξ(t) S TAKOJ TOˆNOSTX@,
KAK ESLI BY WYˆISLENIQ NA WTOROM “TAPE PROIZWODILISX SO ZNAˆENIEM

PARAMETRAM , RAWNYMM ·M2. nA SAMOM VE DELE PROIZWEDENO N ·(Mn−1+
Mn−1

2 ) WYˆISLENIJ ZNAˆENIJ FUNKCII ξ(t).
4. eSLI POSLE WYPOLNENIQ TRETXEGO “TAPA WYQSNENO, ˆTO n-J I (n−1)-

J NULI FUNKCII ξ(t) E]E BOLX[E SBLIZILISX (PO SRAWNENI@ SO WTORYM

“TAPOM) I RASSTOQNIE MEVDU NIMI STALO MENX[E, ˆEM 2T
N−1 , TO PREDPO-

LAGAETSQ, ˆTO W PREDELE “TI TOˆKI SOWPADUT, OBRAZOWAW KORENX KRATNO-
STI WY[E ˆEM EDINICA. w “TOM SLUˆAE W KAˆESTWE REZULXTATA RABOTY

ALGORITMA (T.E. TOˆKI t0 + σ(t0)) PRINIMAETSQ SREDNEE ARIFMETIˆESKOE
ZNAˆENIJ n-GO I (n − 1)-GO NULEJ FUNKCII ξ(t), POLUˆENNYH NA TRETXEM
“TAPE. w PROTIWNOM SLUˆAE W KAˆESTWE REZULXTATA PRINIMAETSQ ZNAˆENIE

n-GO NULQ FUNKCII ξ(t).
nETRUDNO WIDETX, ˆTO POGRE[NOSTX ALGORITMA W SILU POSTROENIQ NE

PREWY[AET 1/N I MOVET BYTX ZNAˆITELXNO UMENX[ENA PRI POMO]I IN-
TERPOLQCII FUNKCII ξ(t) W OKRESTNOSTI SWOEGO n-GO NULQ.

oPISANNYJ WY[E ALGORITM BUDET NAZYWATXSQ ÆMEDLENNYMŒ, PO-
SKOLXKU ON DOPUSKAET USOWER[ENSTWOWANIE DLQ TEH SLUˆAEW, KOGDA PER-
WYJ NULX MINIMALXNOJ LINEJNOJ KOMBINACII FUNKCIJ (1) NAHODITSQ
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W TOˆKE t0. tAKAQ SITUACIQ IMEET MESTO PRI WYPOLNENII USLOWIJ TE-
OREMY 2 RABOTY [2] PRI ξi(t) = ψi(t)b(t) (SM. FORMULIROWKU TEORE-
MY). nEFORMALXNYJ SMYSL “TOJ TEOREMY SOSTOIT W TOM, ˆTO FUNKCII
ξi(t) OKAZYWA@TSQ RE[ENIQMI OBYKNOWENNOGO DIFFERENCIALXNOGO ILI

KWAZIDIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ n-GO PORQDKA. wWEDQ OBOZNAˆENIE

ξ0 = (ξ1(t0), . . . , ξn(t0)), WYDELIM IZ SFERY Sn−1 TE TOˆKI c′, DLQ KO-
TORYH ξ0c

′ = 0. pOLUˆENNOE MNOVESTWO BUDET QWLQTXSQ SFEROJ Sn−2.
wYDELIM PROIZWOLXNYM OBRAZOM IZ “TOJ SFERY POLUSFERU Sn−2

+ . zAME-
NIW W OPISANNOM WY[E ALGORITME POLUSFERU Sn−1

+ NA TOLXKO ˆTO POSTRO-
ENNU@ POLUSFERU Sn−2

+ , POLUˆIM ALGORITM, KOTORYJ BUDET NAZYWATXSQ

ÆBYSTRYMŒ. w REZULXTATE PRIMENENIQ “TOGO ALGORITMA POLUˆA@TSQ MI-
NIMALXNYE LINEJNYE KOMBINACII, IME@]IE NULX W TOˆKE t0.
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